Adici 6n de series mediante el m étodo de expansi 6n integral

Manuel Verdes Pi ieiro

Resumen. En este aitulo se describe un @todo para la suma de series, o de subconjuntos de
secuencias delimeros que respondan a una ley dgi¢a), n € Z . Se trata de un procedimiento que
genera una buena aproximagia la suma, y la adign exacta para funciones en forma de polinomio.

Supone una alternativa a larimula sumatoria de Euler-McLaurin, que es presentada en la desaripci
del método, puesto que en realidad con exp@msntegral no se utilizan de modo imprescindible los
nimeros de Bernouilli y las derivadas.

Primero se expone formalmente ektado y se demuestra que suma de modo exacto los polinomios.
Despes se establecen dos condiciones que de modo suficiente justifican la aplidelcirétodo, y se
expresan aproximaciones a la esperanza ntteandel error cometido para cada itetaxisi conside-
ramos una cantidad reducida ddaulos. Tamk&n se expone un criterio para determinar i@nero de
iteracioneptimo.

Finalmente se realiza una comparativa entre@bmto de Euler-McLaurin y el tratado en estécuip,
para lo cual ambos son implementados mediante funciones en el lenguaje de pragraviadicib, y con
ellas se hacenatculos de sumas por ordenador para diferentes funciones y para diferemteos de
iteraciones, cuyos resultados son comentados.

1. Descripci 6n del m étodo

L. Eulery C. McLaurin desarrollaron por separado umrarfula de adién que relaciona las sumas parciales
de una serie con la integral y las derivadas deéesmino general, adoptando la forma :

ni ni+1 n—1 Bk
Z f(n):/ f(S)dSJFZF{f(kil(n1+1)*f(k71(no)}+Zn
n=ng o k=1 ’
siendoBy, los nimeros de Bernouilli y7,, el termino residual.
Con total desconocimiento por mi parte de la existencia de estedm en el momento de l&gesis

del procedimiento que agme ocupa, me he planteado buscar una nueva manera de obtener la suma de
una serie, pero, como ha sucedido y sucede muchas veces, mbaadagyenera a partir del mismo punto
de partida que en el caso del algoritmo de Euler-McLaurin, aunque su desarrollo es diferente. Por tanto,
téngase en cuenta que aunque el punto de partida es el mismo, ambas id&lasldeueron gestadas
de modo independiente, aunque admito que no lo puedo demostrar de modo fehaciente. A aamtinuaci
describo el retodo de expangh integral.

Sea

S=> fn)

n=nogo
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Esta suma es posible obtenerla con una integral

ni+1
S = / £ (s)ds,

dondef*(x) sefia una “funcon escalera” definida :
oy =4 1 (Ent(z)), para x> 0.
| f(Ent(z)—-1), parax<O0.

De este modo, comienzo el desarrollo de la misma manera que lo hacen Euler y McLaurin, escribiendo:

s- [ + Uw - reya= [ o S [ jwa-m) @

0 n=ngo

De tal forma que :

ni+1 ny
S = / fx)dz — By, By = Y Ri(n)

n1
n=nogo

Si aplicamos de nuevo la igualdad (1) a la sufa= > Ri(n), -conf(n) = Ryi(n)- obtenemos

ni+1 ni1+1 ni
S :/ f(s)ds —/ Ri(s)ds + Ez, Ea= Y _ Ra(n)

n=ng

donde

miw) = | " f)ds— (@), Ro(m) = / " {/ " feyas rohae-{ [ " feyas - )

Ro(n) = /:H /:H f(s)ds — 2/nn+1 f(s)ds + f(n)

Si continuamos usando (1), deducimos la siguiente expresira S :

k-1 ool ni
S=3(0 [ Radot Be Ei=(-D" Y B @
=0 7o n=ng
siendo
x+1
Ri(z) = / Ri_r(s)ds — i1 () 3)

Desarrollando la expresi deR;(«) para i creciente, obtenemos :

x+1
Ry(x) = / f(s)ds — f(z)

o) = | o / " p(dsdy 2 / " s + )
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Rafa) = | - / " / " pdsdzdy - 3 / - / " feydsdy + 3 / " fs)ds - f)

Y, en general, se puede observar que para cualquier i
i . z+1

Ri(x) =Y (~1)"* (k)/m (k). f(s)ds (4)

k=0
con

x+1 x+1 xr+1 xro+1
/ (k)f(s)ds:/ / / f(z1)dxrdas .. . day,

x+1
/ o (0). . f(s)ds = f(x)
Pero si escribimos

, ASTGi(x 4 6) — ATG;
5Gi(z) = =2 G(er; s Gil2) para i > 0,

BGo(w) = Gole) = J(o), Grle) = [ S(s)ds, Grna(o) = [ Gl

Entonces tenemos

x+1
/ (k). f(s)ds = AYG(x)

de tal manera que juntando las expresiones (2) y (4) obtenemos :

S = /:H ’g(_w‘ g(_n“ (z) ALGy(s)ds

s [ (1) atcitsyas

0 i=0 [=0

Es posible llegar a las siguientes identidades:

ni+1
S =S, + Eg, Sk:/ Fk(s)ds

k—1 k—1 m ny k k
Fulw) = 3 (-1) (Z (¢)> MG, Bi= 3 Y (B) TG 6

1=0 m=1 n=ngo m=0

Esta es la maneraas condensada de expresar @todo, relacionando la suma con las diferencias
divididas de las funciones primitivas, tomanile- 1.
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2. Proposiciones sobre la convergencia

En esta secdn se aportan tres proposiciones acerca de la convergenci@tiglorde expangn integral.

La primera de ellas establece que los polinomios son sumados de modo exacto ptmdel, m cada una
de las dos siguientes establace una coadisuficiente acerca de la convergencia del mismo.

Proposici 6n 1 El método suma de manera exacta los polinomios.

SeaRy(z) = f(z) = pn(z) = > 1y a;z* € II,. Entoncest, 1 = 0, es decir, se suma de modo exacto
trasn + 1 iteraciones.

PRUEBA. Para elR,(x) dado calculamo®; () :

x+1 z+1 n n
Ri(z) = / Ro(z)dz — Ro(x) = / (Z aixi> dx — Z a; "
z z i=0 i=0

ZaZ/ xdmfZal lej_—il Hl]z“fiaixi
i=0

Ahora usamos ladrmula del Binomio de Newton, y tenemos:

QY g i+ \ i
ZZ+1Z< )mj—zi+1x —Z;aix
i

=0

De esta manera podemos escribir :

Rl(:v) ell,_.1 = Rn(ili) elly = En+1 =0

Entonces los polinomios se suman de forma exacta coetldn. [

Proposici 6n 2 Seaf(x) € C™, verificando

Y (n)
T, Vn € {no,...,nl}, Vi € N*/{il,...,i]\/}ikﬁm E,=0

OEDY
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PRUEBA.
Consideremos el vector

& = (Ri(no), Ri(no +1),..., Ri(n1))"
y el nimero positivo

niy

leill, = ) |Ri(n

n=no

verificandose

<> [Ri(n)| = el -

n=ngo

Z Ri(n)

n=no

|Ei| =

Podemos escribir

ni

el = D

n=no

/:H R;(x)dx — R;(n)

Usando el teorema del valor medio délaulo integral, existq., € [n,n + 1], de tal manera que
f"“ R;(x)dx = R;(un). Si reemplazamos esta identidad en la expreprevia tenemos:

n

e, = Z [Ri(pn) — Ri(n)|, 0< (pn—m) <1

n=ngo

ComoR;(x) € C*,Vi, dada la reladn (3), podemos expresét; (u,,) por medio del desarrollo en
serie de Taylor eny = n, de tal forma que obtenemos:

ni

ezl = Y

n=mno

Ry(n) (1t — ) + %R;’ (n) (s — n)? + éR;H (n) (n — ) + .. ‘

Como0 < |u, —n| < 1, es posible deducir la siguiente desigualdad

ezl < Z Z pn =l < Z Z

n=ng j=1 n=ng j=1

Parai > i* = max {i1,...,iyx} Se verifica por hiptesis

= R (n)
=t

Entonces, para> i* se tiene

Vn € {ng,...,n1}

[Eia| < lleivally < Z [Ri(n)| = el

n=nogo

Ademas, el Imite de||¢;||, es 0 cuande tiende axo, dado que por hiptesis

o |RY(n ‘
3K; > 1/|Ri(n)| :KiZT, vn € {no,...,n1}, Vi e N/ {i1,... in}
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y si aden@s esK. = inf;en-/q4,,...iy} K, 10 cual tiene sentido por estéf; acotado inferiormente,
. 1\ —
entonces si tenemos en cuenta que se cuffiplg ||, < (K—) &l

1

m
>0, ezl < (- ) Il

se sigue de modo inmediato qlig:; . [|e;[|, = 0, puesto que si ek, > 1 entonces
. 1\™ _

vm > 07 Hem"ri"rlHl < ||a||1 )

y si K, = 1, entonces tengtmos

de lo cual se deduda que||e;||, es decreciente dénite O.

Como||e;||, es mortona decreciente a partir de y aden&s deimite 0, entonces dado> 0, podemos
encontrark € N* / € > ||eg]|,, cumpliéndose que

VJ >0, |Ek+j — O| < Hek-‘rj||1 <€ <= khm Er=0
— 00

Proposici 6n 3 Sea

fl@)eC™ / lim \ U@)| =0 (6)

j—oo z€[nog, n1+coc(]/2)+resto(]/2)
= lim Ey =0
k—o0

PRUEBA.

Comof(x) € C™ entoncesR;(z) € C™ Vi, dada su dependencia cffr), sedin la ecuadn (3). Si
derivamos j veces la exprési (3) parar = n, obtenemos:

\jo ] ]R“ Yn+1) = R (n) — RV, (n)
Aplicando en la anterior exprési el teorema del valor medio ddlculo diferencial tenemos:
[RY ()| = [RY 1 (€) - R, (0)|, & € [+ 1

Usando el mismo resultado de nue¥g; € [n, 1]y &5 € [¢2, & + 1], de tal manera que:

(B ()] = R (&) = B ()] = [RIT (@)l16 — nl < [RVT (@] = (RS (&) - RS ()]

Si repetimos este razonamiento otias 1 veces, obtenemos:

R (n)] < IR (@) < [RZE (€] < - < |RY T (&20)] = 119 (ai)] < mazaepug,m+a{LF T @)}

cong; € [n,n + coc(i/2) + resto(i/2)]

Este resultado, combinado con la diigsis, implica qu%R ‘ )| decrece hacia 0 mientras qué j (6
1Y j) crecen, pues:
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vYm > 0, VI > 0,

(_jer (n) ‘ <

l
o ’ (l+J+ +m( )

z€[ng,n1+coc((i+j +l+7n)/2)+r€ sto((i+j+1l+m)/2)]

or tanto| RV ™ (n)| — 0, sil — oo, 6m — oo
yp

1+1
Pero
R(]
hm |Ey| < hm lell, < hm Z Z = 1 =
n =ng j=1
Luego
lim El =0
]

3. Proposiciones sobre aproximaciones alt  érmino de error

En la presente sedn se demuestra una primera propdsicgue asumiendo una de las tigsis de con-
vergencia muestra una aproximatial rmino de error para la etap&sima. Aderas se presentan otras
dos proposiciones que presentan aproximaciones a la esperanzaaticatatal error cometido, bajo el
supuesto de realizarse uimero de alculos reducido, &£omo otra aproximabin usando laGrmula de
Euler-McLaurin, y dos acotaciones abuulo del error.

Proposici 6n 4 Supongamos qug(z) € C*, (= R;(z) € C™, Vi), y que

max |f(z)| >> max ’f/(l“)’ >>  max
x€[ng,n1] z€[no,n1+1] z€[no,n1+1]

T)>>...>> max ‘ e
f ( )‘ z€[ng,n1+coc(i/2)+resto(i/2)] f ( )

max ‘f(“"k(a:)‘ ~0, k>0 7)
z€[ng,n1+coc((i+k)/2)+resto((i+k)/2)]

= entonces

i {R;fl(nl +1) - R;*l(no)}

PRUEBA. Vamos a calcular una aproximaaial error de la etapaésima,FE;

= / 2)dz — Ri_1(n) ®)

n=ng

1
E; ~ 3 {Ri—1(n14+1) — Ri—1(no)} —

Si evaluamosk;_; () usando el desarrollo en serie de Taylor, tenemos:

Ria(s) = Ria(n) = Ry () — ) + 10 gy B sy (g

Dada la hiptesis (7), que implica, por la propogiai 3 que‘REil(n)‘ ~ 0 cuandoj > 2, podemos
aproximarR;_;(n+ 1) — R;_1(n) por R;_,(n). Por tanto,
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’

Ri1(n+1) = Ri_1(n) = R;_;(n)

Rii(n+ 1)+ Ri_1(n) = Ri_1(n+1) + 2R;_1(n) — Ri_1(n) = R,_,(n) + 2R;_1(n)

Ademé\sf’f”rl Ri—1(z)dz = R;—1(§), £ € [n,n+1]. Simantenemos el mismo razonamiento de (9)

n
obtenemos

Ri_1(z) ~ (x —n)R,_,(n)+ Ri_1(n), = € [n,n+1] (10)
& Rio1(§) ~ (€= n)R;_y(n) + Ri_1(n)

S Ri1(§) = (—n)(Ri-i(n+1) = Ri—1(n)) + Ri—1(n), (§—n)= %

De tal manera que podemos escribir:

Ri_1(n+1)+ Ri—1(n)

Ri_1(§) ~ 9
Sustituyendo en (7), tenemos:
ni ni !
- Ri_1(n+1) 4+ Ri—1(n) - R;_1(n) +2R;_1(n)
Eix ) 5 —Ria(n)~ Y 5 —Ri—1(n) =
n=ng n=ngo
<\ R, ,
_ Z i—1(n) - E
n=ngo
Pero, aplicando exparsi integral
’ 1 R/ 1(n) 1 nitl ’ 1 (1) 1 1 (1)
Ei=) 5 = 2/n0 Ri_y(x)de =SB = o {Rii(n +1) = Rima(no)} = 5B
n=ng
donde

1"

niy Ri— (n) 1 , , ]_
Ei(l) ~ Z 21 = ) {Rifl(nl +1) - R1‘71(n0)} ) 1?2)

n=no
Pero por medio de la higesis (7) y de la proposion 3, ’Rgﬂl(n)‘ ~ 0 cuandoj > 2. Entonces

E® ~ 0. Por tanto, tenemos:

1 1 / /
By~ 5 {Rica(m +1) = Ria(n)} = 3 {Riy(m +1) = By (no) |
O
Proposici 6n 5 Supongamos qug(z) € C*, y que se cumple la hijtesis (7).= EntoncesF; se puede

modelar como una variable aleatoria gaussiana cuya esperanza raatamen el caso de que hagamos
un nimero de alculos reducido, es aproximadamente

BB ettereat = 3 {Rica(ns +1) = Rii(n0)} = 7 { Ry (1 +1) = Ry (o)}
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PRUEBA. Como vimos en la proposimn 5, podemos escribir:

ni

n+1
Ei = Z /n Ri,l(x)dﬂc - Ri,l(n)

n=no d
Mediante el teorema del valor medio délaulo integral, tenemos qu¥,, € [n,n + 1] tal que

ni

E; = Z (Ri—1(§n) — Ri—1(n))

n=ngo

Si tenemos en cuenta que se cumple latapis (7) y la expreén (9), tambén es cierta la expresi
(10). Entonces,

Ri—1(&) — Ri—1(n) = R,y (n)(&, — n)

Pero nosotros desconocemos la pdsiales,,. Sabemos que se halla entrg n + 1y que se poda
calcular mediante la resoluri del problema de punto fijo:

Ri_1(&) — Ri—1(n)

= R;—l(n)

+n= R(En), Vn € {ng,...,nl}

Como f(x) puede variar de cualquier manera, a prigripuede estar en cualquier lugar del intervalo
[n,n + 1]. Por tanto, podemos modelgr como una variable aleatoria uniforme distribuida en el intervalo
[n,n+1] &, =U(n,n+ 1), evittndonos d=el calculo de caddg,,. De esta forma, com&; se escribe

Ei~ Y Ri_y(n)(6n —n),

n=no

E; se puede modelar como una variable aleatoria gaussiana, aplicando el teorema cemtridédel |

Ei =N (E{E} . VVar{E]})

Su esperanza matética se puede calcular:

E (B foitered} = E{ S R ()6 - n>} = R (E {6 — )} =

n=no

ni

1 ,
5 Z R;_1(n)

n=no

Esta expresin coincide con la deducida como aproxintecal error en la proposion 4. La varianza
de la variable aleatori&’; se calculda:

Var {Ei/ca'lc.red.} ~E {( Z R;—l(n)(gn - n))2} - E2 {Ei/c(zlc.red.}

n=ngo

O

Proposici 6n 6 Supongamos qug¢(x) € C*, y que se cumple la hipesis (6). = Entonces.E; se
puede modelar como una variable aleatoria gaussiana, si realizamosimeno reducido dealculos’, y
3T y{k; }jeN*, tales que su esperanza ma#diva es aproximadamente:
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kj—

J m .
E{E:/cilcred~} = Z Z 2775 G {R(J B 1) — ngg_—lum(no)}
j=1m=0

Otra aproximaodbn no tan buena y precisa, percasicorta, si no tenemos en cuenta por brevedad los

términos param € {1,...,k; — 1}, conj € {1,..., J}, a costa de una mayor inexactitud &er
o
j—1 j—1
E {Ei/cdlc.red‘*} ~ Z m {jo—l (nl + 1) - jo—l (’I’LQ)}
j=1 ’

PRUEBA. De la misma forma que se hizo en la propdsich, podemos escribir:

Z / 2)de = Riy(n) = 3 (Rica(6) = Ria (), &0 € [+ 1]

Pero tamkkn es cierto, si aplicamos el desarrollo en serie de Taylor:

|
Ri_1(€n) — Rioa( Z—,Ri?l (€0 —n)!

Ante esta expre8n, si quiseramos obtener su valor exacto déaeros conocer todos a5, y los

R,Ej_ 1(n),Vj. Para calcular los,, necesitdiamos resolver todos los problemas de punto fijal@gos al
descrito en la proposign 5, para cada valor de n entrgy n;. Pero esta tarea $arexcesivamente laboriosa

y en su lugar redudirlos @lculos, identificandg,, con una variable aleatoria uniformemente distribuida en
el intervalo[n, n + 1], de tal forma qué¢,, — n) se puede modelar como una variable aleatoria uniforme en
(0,1) (&, —n)=1U(0,1),ytomando élo algunos de los infinitogtminos de la suma, calculando de este
modo una esperanza mat&tica del error condicionada a que hacemosamero reducido deatculos :

€ (Bfeterea-) = 30 3 ) Ve {6, —ny'}

n=ng j=1

Pero,

E{(é‘n—n)j}z/oledxzjil

Entonces:

RU
E {Ei/cdlc.red.* } Z Z ; +1 1

n=ng j=1

Para cada valor dgfijo podemos aplicar exparsi integral

5~ Rt ! (-1 (-1 (1)
n;O G+D G+ {Rz p (m+1) = R, (no)} — B
<RI (n) 1
EaPYE vl d 0 (no)\ — B
K n; 2+ 1! 2( + 1) {Rz (m+1) - R 1(no)} E;

10
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ny R(j n ) - ) .
2 (fl(m) = G R ) = R ) g { R+ 1) = B (o)

n=no

1 (j+1 _ pi+l

(-1

kj—2+j kj—2+j
.o +m {RZ(»_JI J(’ﬂl + 1) - Rg_Jl J(Tlo)}
(11)
Tenemos entonces para cada valorj dma expregin (11). La aproximaéin exacta para la esperanza

del errorE; sefiala suma de todos logsriminos para todos Igse {1, ...,c0}. Pero cuandg crecej+1)!

aumenta mucho Rgfl(n) disminuye mucho, de tal forma que existe un valor gataJ a partir del cual
los trminos que aparecen no son significativos, y existe un valér gara cadg € {1,...,.J} a partir

del cual(RY "% (ny +1) — RYTHTP (1)) ~ 0, Vp > 0. EntoncesJ, {k;};cq..., telesque

e
e DA =4 (j71+m . §j71+m
E {Ez/calc.red. } j; T;) 2m(] n 1)' {R171 ('I’Ll + 1) R7471 (nO)}

Ademés, si no queremos realizar tant@oulos podemos quedarnos para cada{1,...,J} con el

primer &rmino(m = 0), sin tener en cuentEJ(.l), Vj, aunque la aproximagn sea peor.

J

E {Ei/cdlc.red.*} ~ Z

=1

1

o (R 4 ) = BT (o)

Proposici 6n 7 Existe otra manera de obtener la aproxim@eial error cometido en la etapaésima. En
concreto, se puede escribir:

k ni+1 n—1
sa> 0 [ R+ 08 S LR 1) - B o)
i=0 n '

0 m=1

dondeB,,, son los fimeros de Bernouilli.

PRUEBA. Basta con aplicar labfmula de Euler-McLaurin &, en la siguiente expresn:

k-1 ni+1 ni
§= Z(—l)l/ Ri(w)dx + By, Ex=(-1)* Y Ri(n)
=0 0 n=ng

O

Proposici 6n 8 Dos acotacionesalidas para el nodulo del error, si se cumple la condixi (7) son

J
|E;| < (ny—ng + l)z max

z€[ng,n1+1]

F @)

j=1

|Ei] < (n1—ng+1) max |f(z)](expl—1)
zE€[ng,n1+1)

11
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PRUEBA. Lademostra@n de ambas cotas es trivial. Probéa segunda:

<>y

n=ng j=1

|/Ln - n|]

<% <l+jf1<x>yM <
n=nq j= 11 no,nl-i-z ]'
< max ’f(’”‘l(x)‘ > (exp(pn —n)—1) <

z€[ng,n1+1], j€ 1...J
n=ngq

<(m-—no+1) max £ (@)| (expl—1)

4. Calculo del numero de iteraciones  6ptimo
Definici 6n 1 Se define la diferencia interpasg de la forma
’f(p(no) T
‘Z £G( |no> SN0

Existe una expresh que relacionas; conS;_; :

(l
\z g

141 I+1
<1—1> Si—1+ < l )Szz (ny —no+ 1! — (ny —ng+1)

Criterio 1 Supongamos qug&z) admite desarrollo en serie de Taylor en el intervalg, n, + 1]. Tomare-
mos como aimero de iteraciones a emplear en étodo de expangn integral ap,, definido:

pozm}\ln{p} [ mp<a 0<a<<<l
en'

Nuestra elecdn dea tiene que ver de modo directo con el grado de aproxidgmague queramos en el
calculo de la suma de la serie. Consiy representa la primera aproximaim a dicha adidgbn, nos puede
servir para determinar el que queremos. Assi nosotros queremos aproximar hasta las decenas, hemos

de tomara = é—? Para aproximar hasta las centenas torizanosa = m , y ad sucesivamente.

PRUEBA.  f(z) admite desarrollo en serie de Taylor, en particular patan:

"

[ (no)
2

(po
(nn0)2+...+f];()(!no)(nno)p°+...

F(n) = f(no) + f'(no)(n — no) +

Sir,, <o 0<a<<<1,luego el érmino %(n — np)P° del desarrollo anterior no es

significativo a la hora de aproximjl(n) para calculad """, " f(n). Entonces, tenemos un polinomio de
gradopy — 1, que sén la proposidn 1 es sumable exactamenteggrniteraciones. [

12
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5. Comparaci 6n entre las prestaciones delm étodo de expansi 6n
integral vs. el m étodo de Euler-McLaurin

Si queremos observar las prestaciones defoaio de expandn integral, hemos de tomar otroétodo
como referencia, y usar los dos en las mismas series pacarascer cal de los dos extrae un resultado
mas poximo al real. Aderas, para poder hacer muchas comparaciones, es preciso que implementemos
los dos algoritmos en sendos programas infiticos, para evitar el tener que hacer lagulos de forma
manual.

De este modo, he decidido programar mediante el lenguaje Matlatetiode expangn integral y el
método de Euler-McLaurin. A continuan muestro el adigo fuente de las principales funciones Matlab
que he implementado:

5.1. Funci 6n Integralexpansion

function addition = Integralexpansion (interval,iterations)

step = 0.001;
abscissas = interval(1):step:(interval(length(interval))+iterations);
primitive(1,:) = yfunction(abscissas);

if iterations > 1
for i = 1:l1:terations-1,
primitive(i+1,:) = primitivefunction (primitive(i,:),step);
end;
end;

for k = 1:1:((1/step) * (length(interval))+1),
delta (1,k) = primitive (1,k);
end;

if iterations > 1,
for i = 1:l1:terations-1,
deltai = deltafunction (primitive(i+1,:),
i+1,((1/step) * (length(interval))+1), step);
for k = 1:1:length(deltai),
delta(i+1,k) = deltai(k);

end;
end;
end;
K(1) = iterations;
K(2) = 0.5 =« (iterations) * (iterations-1);
if iterations >= 3,
for i = 1:1:(iterations-2),
| = i+1;
k = i+1;
K(i+2) = 0;

while k < iterations ,
C(k,)) = nchoosek(k,D);
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K(i+2) =
k = k +
end;
end;
end;

K(i+2) + C(k):
1

integrandum = zeros(1,length(delta(1,:)));

sighum = 1;
for i = 1:l:terations,

gamma = signum * K(i) * delta(i,);
integrandum = integrandum + gamma;
signum = (-1) * signum;
end;

addition = integrate (integrandum(:),step);

5.2. Funci 6n primitivefunction

function y = primitivefunction ( ordinates , delta );

y(1)= 0;
for i=2:1:length(ordinates),

y(@) = y(i-1) + (1/2) +xdelta = (ordinates(i-1) + ordinates(i));
end;

5.3. Funci 0n integrate

function summa = integrate ( ordinates , delta );

summa = 0;
for i=2:1:length(ordinates),

summa = summa + (1/2) =delta = (ordinates(i-1) + ordinates(i));
end;

5.4. Funci 6n factorial

function y = factorial (x);

y =1
for i=1:1:x,

y =y * i
end;

5.5. Funci 6n diffinite

function dif = diffinite (abscissa,order,delta);
dif = 0;

for i=1:1:order+1,
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ordinate(i) = yfunction (abscissat+delta * (i-1));
end;

dif
dif

diff(ordinate,order);
dif * (1/(delta”order));

5.6. Funci 6n deltafunction

function delta = deltafunction (primitivek , k , points, step)

for i = 1:1k,
for j = 1:1:points,
if 1 ==
deltai (i,j) = primitivek (j);
else
deltai (i,j) = primitivek ( + ((i-1) * (1/step)) - 1);
end;
end;
end;

delta = zeros (1,points);

sighum = 1;

for i = k:-1:1,
delta = delta + (deltai (i,})) * (nchoosek (k-1,i-1)) *  signum;
signum = signum  * (-1);

end;

5.7. Funci 6n EulerMacLaurin

function addition = EulerMacLaurin ( interval , iterations );

delta = 0.0001;
interval2 = (interval(1)):delta:(interval(length(interval))+1);
ordinates = yfunction (interval2);
addition = integrate (ordinates,delta);
B=[ 1/6 , 1/30 , 1/42 , 1/30 , 5/66 , 691/2730 , 7/6 , 3617/510 ,
43867/798 , 174611/330 , 854513/138 , 236364091/2730];
if iterations >= 2
addition = addition + B(1) * (ordinates(length(ordinates))
- ordinates(1));
if iterations > 2
for j=1:1:(iterations-2),
diferencex0 = diffinite (1,j,delta);
diferencex1 = diffinite (length(interval2),j,delta);

addition = addition + B(j+1) * (1/(factorial(j+1))) *
(diferencexl - diferencex0);
end;

end;

end;
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5.8. Funci 6n yfunction

function y = yfunction (x);
%In y we define the function that we want to add.

y = (ones(1,length(x)))./(x."3) ;

5.9. Resultados obtenidos

Una vez que tenemos ya los programas necesarios, es preciso aplicarlos a sumar algunas series que nos
sirvan para comparar los doindos. Para ello debemos elegir primero las funciones y los intervalos de
sumaobn.

Las pruebas se han realizado para algunas funciones que cumplen en el intervalo larcsnéliente
de convergencia (6) para ebtodo de expansh integral, y para otras que no la cumplen.

En concreto, todas las funciones testeadas que se representan en la tabla 1 cumplen ¢a coRdici
ficiente (6), mientras que en la tabla @ cumplen (6) las funciones testeadas en las posiciones 1, 2 y
3.

Muestro los resultados obtenidos en las tablas 1y 2.

5.10. Comentario de los resultados

Se observa en general que étodo de expangh integral ofrece buenas aproximaciones a la suma exacta,
con un error decreciente hasta una cierta itérgacy que a partir de alel error aumenta. Esto parece
contradecir que el error tiende a 0 para aquellas funciones que satisfacen latcoadfiiente de con-
vergencia en el intervalo. La explicaa a este comportamiento es que el algoritmo infifoo asociado

no realiza integrales perfectas, sino aproximaciones a las mismas, de tal manera que endia geeaci
anulafa un determinado monomio de entre los que forman el desarrollo de l@fuaciserie de Taylor

en el intervalo, con el programa infoatico el monomio no se anula, y en las iteraciones sucesivas &eguir
sin anularse, aportando al integrarlo entre lastes de integradin un valor que se va acumulando a los
precedentes, y provocandad am incremento del error a partir de aquella itepaccorrespondiente a la
anulacén tedrica del monomio de mayor grado relevante en el desarrollo en serie de Taylor.

Por otra parte, tambn se observa que la implementatinformatica del nétodo de Euler-McLaurin
no ofrece muy buenas aproximaciones a la suma exacta, debido a que se toman como aproximaciones a
las derivadas los valores correspondientes a las diferencias divididas en los puntos considerados, que para
ordenes elevados no aproximan bien la derivada respectiva y que presentas adamlta variabilidad de-
pendiendo del pasbconsiderado en dichas aproximaciones. Esta aproximacveces mala, dependiente
de cada caso, se debe en esencia a que una derivadéneitealik la radn de cantidades evanescentes, no
la razdn de cantidades que asta punto de desvanecerse.

Conviene dejar claro que estos problemas no se presentan @oubenanual, sém el cual podemos
obtener integrales y derivadas exactas, y en el caso&@eldm de expangn integral efectivamente el error
decrecedia hacia cero si la funén sumada fuese un polinomio o si verificase alguna corlmificiente de
convergencia.

Otro aspecto a notar es que aunque no se cumpla la condidgficiente de convergencia (6), se apre-
cia sin embargo quei se obtiene un resultado satisfactorio mediante exparstegral, lo que lleva a
intuir que quias exista alguna cond@m mas general y menos restrictiva que (7) que garantice un buen
comportamiento del Btodo ené&rminos de convergencia.

Como conclugin, se puede afirmar que con los resultados obtenidos y para las funciones consideradas
se comporta mejor el algoritmo infoatico presentado para ebtodo de expangh integral que el presen-
tado para el ratodo de Euler-McLaurin, si comparamos logimos errores obtenidos seagambos para
cada fundbn, aunque tambBn es cierto, y conviene recalcar este aspecto, que computacionalmerdts es m
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[ .Funcbn. | .nterv. | .Iters.| .Sumaexp.integ. (1). [ Err.(1). | .SumaEul-McL.(2). [ Em(2). [ .Sumaexacta. ]
exp 0.25z [1,101] | 2 4.10843910287251 k011 1.70 % | 4.94650038070089 x ¥ [ 18.00 % | 4.17976709673847 x 16
idem. idem. 3 4.22244388941172 x0'1 1.02% .NaN. .NaN. .idem.
idem. idem. 4 4.31385478218123 x01! 3.20% .NaN. .NaN. .idem.
idem. idem. 5 4.69052873536698 k01! 12.20% .NaN. .NaN. .idem.
idem. idem. 6 5.94886706276329 k0! 42.30% .NaN. .NaN. .idem.
exp 0.5 [1,101] | 2 1.98494347052151 x 8 8.60 % | 3.05358967917893 x 2B | 40.00 % | 2.17250327078979 x 2B |
idem. idem. 3 2.24674838992692 x 18 3.40% .NaN. .NaN. .idem.
idem. idem. 4 2.20931507841772 x 8 1.69% .NaN. .NaN. | .idem.
idem. idem. 5 2.33642807112516 x 8 7.54% .NaN. .NaN. .idem.
idem. idem. 6 2.62300716286036 x #8 | 20.00% .NaN. NaN. | .idem.
exp 0.75x [1,101] | 2 1.14393159715114 x 8 23.60 % | 2.50968447914288 x 78 67.55 % | 1.49787194316424 x 70
idem. idem. 3 1.68679669904502 x #8 | 12.60% .NaN. .NaN. | .idem.
idem. idem. 4 1.44679121220059 x $8 3.41% .NaN. .NaN. .idem.
idem. idem. 5 1.62377435978176 x 8 8.40% .NaN. NaN. | .idem.
idem. idem. 6 1.67486365092554 x 8 11.80% .NaN. .NaN. .idem.
exp 0.95z [1,101] | 2 4.25009408091821 x #& | 44.30 % | 1.47654009844536 x #& | 93.34 % | 7.63680365241098 x b
idem. idem. 3 1.00036458611213 x £ | 30.99% .NaN. .NaN. .idem.
idem. idem. 4 6.29231624569355 x 10 17.60% .NaN. .NaN. .idem.
idem. idem. 5 9.06047038326632 x b | 18.64% .NaN. NaN. | .idem.
idem. idem. 6 7.79158175993520 x 10 2.02% .NaN. .NaN. .idem.
idem. idem. 7 9.83518208315459 x b | 28.70% .NaN. .NaN. | .idem.
exp —0.25z | [1,101] | 2 3.47651072048638 1.25% | 2.98540300190346 15.2% 3.52081166414972
idem. idem. 3 3.54479302208077 0.68% | 2.98864796460406 15.11% .idem.
idem. idem. 4 3.70632174702903 5.20% | 2.98845481443448 15.12% .idem.
idem. idem. 5 4.41295219847383 25.33% | 2.98847208457042 15.11% .idem.
exp —0.5z [1,101] | 2 1.47225371833817 4.49% | 1.11197287639099 27.86% | 1.5414940825368
idem. idem. 3 1.53895454363003 0.16% | 1.11702717219682 27.53% .idem.
idem. idem. 4 1.62457106731859 5.38% | 1.1164254853307 27.57% .idem.
idem. idem. 5 1.97652589651265 28.22% | 1.11653095651804 27.56% .idem.
exp—0.75x | [1,101] | 2 0.8168548564856485602| 8.75% | 0.551094311825878 38.44 % | 0.895255134402343
idem. idem. 3 0.878510456297895 1.87% | 0.556998672318857 37.78% .idem.
idem. idem. 4 0.936963553738126 4.65% | 0.555944361755841 37.90% .idem.
idem. idem. 5 1.146259455280690 28.03% | 0.556221069424965 37.87% .idem.
exp —0.95z | [1,101] | 2 0.551554257777891 12.53% | 0.342638977226182 45.66% | 0.630632470531491
idem. idem. 3 0.606822564536528 3.77% | 0.348762085911943 44.69% .idem.
idem. idem. 4 0.653253048638449 3.58% | 0.347377162849469 44.91% .idem.
idem. idem. 5 0.799318109474269 26.74% | 0.347837442811762 44.84% .idem.

Tabla 1. Resultados obtenidos por ordenador (1).

pesado y complejo el primero que el segundo, tanto en cantidad de memoria manejada como en tiempo de

proceso.
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[ .Funcbn. [ Interv. | .lters. [ .Sumaexp.integ. (1). [ Emr.(1). [ .SumaEul-McL.(2). [ Em.(2). [ .Sumaexacta.
1/205 [1,101] | 2 2.35773821734173 2.33% | 1.92242776319562 20.37% | 2.41421356237309
idem. idem. 3 2.42524953808849 0.45% | 1.92651210135014 20.20% | .idem.
idem. idem. 4 2.54528139244831 5.42% | 1.92617507773126 20.21% | .idem.
idem. idem. 5 3.06447653631409 26.93% | 1.92621594010647 20.21% | .idem.

2052 [1,101] | 2 5.23844063441704 x01° 3.64% | 6.87262081815464 k015 | 26.42% | 5.43632564994813 k0
idem. idem. 3 5.51820292749658 k0'° 1.50% | .NaN. .NaN. | .idem.

idem. idem. 4 5.58349034575002 k015 2.70% | .NaN. .NaN. | .idem.

idem. idem. 5 5.96994130415497 k015 9.81% | .NaN. .NaN. | .idem.

idem. idem. 6 7.15303298126859 k015 31.57% .NaN. .NaN. .idem.

1/(5z + 2) [1,101] | 2 0.916980491573436 2.14% | 0.834998892305629 10.89% | 0.937076099496068
idem. idem. 3 0.93631809462336 0.08% | 0.836699451109248 10.71% | .idem.

idem. idem. 4 0.97731868078991 4.29% | 0.836121112365510 10.77% | .idem.

idem. idem. 5 1.13950252542735 21.60% | 0.836554793234577 10.72% | .idem.

1/x [1,101] | 2 5.0103230654014 3.59% | 4.45994013437912 14.18% | 5.19727850773863
idem. idem. 3 5.14834622303294 0.94% | 4.47660513454576 13.86% | .idem.

idem. idem. 4 5.39248641572292 3.75% | 4.46867100698446 14.01% | .idem.

idem. idem. 5 6.31082316609286 21.42% | 4.47699953004203 13.85% | .idem.

1/(sz+2)% | [1,101] | 2 0.0352067629991918 13.33% | 0.0247800788343829 38.99% | 0.04062172506385247
idem. idem. 3 0.0381043638939394 6.19% | 0.0252659354268735 37.80% | .idem.

idem. idem. 4 0.0409777768828509 0.87% | 0.0250180936679081 38.41% | .idem.

idem. idem. 5 0.0495236430886450 21.91% | 0.0252658796417461 37.80% | .idem.

1/VBx+2 | [1,101] | 2 8.14929191816105 0.25% | 7.93703789167713 2.85% | 8.17047356586935
idem. idem. 3 8.22715892418427 0.69% | 7.93928755968606 2.82% | .idem.

idem. idem. 4 8.53098496240358 4.41% | 7.93871373653217 2.83% | .idem.

idem. idem. 5 9.78777064118056 19.79% | 7.93907216902701 2.83% | .idem.

1/x? [1,101] | 2 1.29749177587979 20.64% | 0.823545432911049 49.63% | 1.63508192978983
idem. idem. 3 1.44378517542732 11.69% | 0.85687376691095 47.59% | .idem.

idem. idem. 4 1.57779299932874 3.50% | 0.83307376420158 49.05% | .idem.

idem. idem. 5 1.91872402672710 17.34% | 0.866381534323831 47.01% | .idem.

1/z3 [1,101] | 2 0.750076844572893 37.59% | 0.33328543444797 72.27% | 1.20200837124983
idem. idem. 3 0.898905934254709 25.21% | 0.383275436114359 68.11% | .idem.

idem. idem. 4 1.024502699811380 14.76% | 0.335680189807595 72.07% | .idem.

idem. idem. 5 1.264285260634110 5.18% | 0.418937664795944 65.44% | .idem.

idem. idem. 6 2.057121055386040 71.14% | 0.199556473692614 83.39% | .idem.
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Tabla 2. Resultados obtenidos por ordenador (2).




