El método de la bola virtual

Manuel Verdes Pi ieiro

Resumen.

El método de la bola virtual, que se trata en estecald, ha sido creado con el objeto de servir
como soporte farico a los jugadores de billar, en cualquiera de sus modalidades, y bajo la réstdeci
aplicarse a jugadas sin efecto.

Cuando un jugador de billar estima como eléaaportuna una determinada jugada, se le plantean las
dudas de si es posible y, en caso afirmativo,(d# es la direcé@n que le ha de imprimir a la bola blanca
para que la jugada se lleve a cabo. Eitado de la bola virtual consigue dar respuesta matiema estos
planteamientos. Dada una jugada concreta, eétedo permite, mediante un algoritmo descrito en este
arficulo, determinar si eddicamente realizable o no. Un segundo algoritmo da respuesta @dtmitec
de cual es la regin de la mesa de billar desde la que la partida de la bola blanca posibilita la réalizaci
de la jugada. Por supuesto, en el caso de que la jugada pretenditEicsendnte realizable, existe otro
algoritmo -en el cual se basan los otros dos- que la resuelve, pudiendo obtenerse lardireedia de
aplicarse a la bola blanca. Para finalizar, como aspecto recreativo, se define el concepto de jiagida per
y se establece un criterio que permite saber si una jugada es de este tipo o no.

Ademas, los tres algoritmos mencionados pueden ser implementados en un sisteidaietedigital
que disponga de microprocesador y memoria (por ejemplo: un ordenadatilpari teEfono novil
de Gltima generadin, una calculadora programable, una PDA, .et}, de modo que se po@n crear
aplicaciones inforraticas de apoyo al jugador, basadas en lenguajes de progbancacio J2ME (Java
2 Micro Edition) o G.

1. Billar sin efecto

Normalmente se dice que una bola no posee efecto cuando el movimiento le es comunicado mediante
una fuerza paralela al tapete y contenida en un plano al cual pertenezca uno de los infinitos meridianos de
la bola. Cuando una bola sin efecto le transmite movimiento a una bola inicialmente gatafdtima
emprende un movimiento sin efecto tanéi. Esto se debe a que el punto de contacto de ambas pertenece
aun meridiano de la segunda (en realidad perteneceéaralsiu ecuador), y a que la fuerza que le comunica
la primera es perpendicular a este punto y paralela al tapete, quedando contenida en un plano normal a la
segunda bola, que contiene el mencionado meridiano.

El juego con efecto requiere mushma péactica y no es recomendable para iniciados en el billar. Esto
es asdado que para predecir los movimientos de las bolas con efecto de una forma rigurosa es conveniente
tener unos notorios conocimientos de @mgca, y para llevarlos a lagctica se necesita una gran destreza,
gue ®lo se consigue con logias. Es por ello preferible no usar nunca efecto de modo sisimon salvo
que uno posea los conocimientos y aptitudes expresados.

El método de la bola virtual eétlnica y exclusivamente pensado para jugadas en las que no se use
efectqy de hecho si se juega con efecto y aplicando el mencionétiadm, no se consegain los resultados
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Figura 1. Choque bola-banda: vectoreamngulos implicados. Equivalencia banda-mueléstto.

gue éste predice. Por tanto, que quede claro en lo sucesivo de dstdoaguetodos los supuestos se
plantean y resuelven con movimientos sin efecto de todas las bolas involud@adaal se consigue no
transmitendoselo a la bola blanca al iniciar la jugada.

2. Introducci 6n fisica al choque bola-banda

Es un hecho bien conocido que cuando una bola (sin efecto) incide sobre una banda, rebota con un
angulo casi igual al de incidencia.

Para explicar este comportamient@ifijonos en la figura 1. En esta figura se observa una bola sin efecto
en el punto de contactd(0) con la banda. El vectob_é representa el momento éitico de la bola justo
antes de tocar la banda. El vecﬂz representa el momento ético despés de tocar la banda. De acuerdo
con la elecdn de los versoreg e g, el vectorITé se puede escribim—o> = —LoxZ + Loyy, siendoLo x
y Loy los mbdulos de sus componente® y, respectivamente.

Supondremos en este razonamiento que la banda se comporta de un&stido,els decir, de acuerdo
con la figural, se podx sustituir la banda a todos los efectos por un muelle. La fuesstied que entrega
el muelle (la banda) a la bola, es de la forfia= —f(C(t) — C(0))z, dondeC'(t) es la componente de
la posicbn del punto de contacto correspondiente a un tiehgesp@és de la llegada de la bola a la banda,
el valorC(0) es el correspondiente a la posiciinicial de dicho punto asociada a la llegada a la banda de la
bola, yf(t) es una fundn positiva de la diferencia de ambas magnitudés.es una fundn practicamente
lineal de esa diferencia, pero no ocasidéaana @rdida de generalidad el considerarla no lifelsdb existe

1La razdn de que la banda se comporte como un muelle es que a medida que se aproximarosntbelsos de lositomos de
la misma, las fuerzas electratitas de repulén entre ellos aumentan. Estas fuerzas son inversamente proporcionales al cuadrado de
la distancia entrelrcleos. Si se desarrolla en serie de Taylor la fuerza de répuissultante, para compresiones pé@ise se obtiene
una suma de polinomios que describen una fuerza total no nula, cosa que e&tsituadn de equilibrio (muelle descomprimido).
Ademas, para desplazamient(S'(¢t) — C(0)) reducidos, esta distancia -elevada a 1-, en fumde cuyas potencias se expresa la
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componente ef) de la fuerza que ejerce la banda, debido a la no existencia de rozamiento entre la bolay la
misma. Se puede despreciar dicha componente, por poseer tanto banda como bola superficies muy pulidas,
y por contactar en un punto, no habiendo un movimiento a lo largo de la bantlajs&d cual § llevaria

pareja una fuerza de rozamiento.

Por tanto, la banda entrega un momento de fueﬂ?eﬁs) = —Kf(C(t) — C(0))y a la bola. Este
momento es dependiente del tiempo, y mayor a medida que la bola va comprimiendo la banda. Esta com-
presbn se lleva a cabo entte= 0y ¢ = ¢r. En este intervalo la banda absorbe la efzediética que le
proporciona la bola, hasta pararla, de modo que queda almacenada en forma @depenengial distica
en la banda. Calculemos la impuésiangular a la que se ve sometida la bola, es decir, la Vaniag su
momento citico:

tr 2tp
Jy = ALy = My(t)dt + My(t)dt
0 tp
tp 2t
Jx =ALx = Mx (t)dt + Mx (t)dt
0 Jitp

Entre O ytr la bola se ve sometida a los mismos momerits(t) que entrer y 2tr. En concreto,
se verifica quelly (tr — t1) = My (tr + t1), por comportarse -a efectos de fuerzas- del mismo modo la
banda cuando absorbe eriarque cuando la entrega. Entoncﬁfs’, My (t)dt = thF My (t)dt = —Loy.
De aqu se deduce quéy = —2Loy, Jx = 0, lo cual implica:

—_— — = . .
Lr=Lo+ J =-Lox%— Lovyy

Dado queL—o> y L? son ortogonales a las dos direcciones de movimiento -antes yé&tedplichoque
con la banda-, y que = 3, se puede concluir que = 8 = v = §, Yy que, por tant@,; = 6,. De esta
forma, se prueba que lésigulos de incidenci@, ), y de salidg6s), son icenticos, si nos abstraemos de las
pérdidas de enetg que analizé en el siguientegrrafo. El hecho de que los dos intervalos de tiempo (de
deceleradin y de acelerabn) sean iguales se debe a que el momento de fuerzas entregado por l®klanda s
depende del punto de contaci@t). Por tantogsta frenga la bola en el mismo tiempo en que la acelera.

En todo el presente razonamiento se ha supuesto ausen@editias de energ, lo cual no es del todo
cierto. En realidad, hay disipasi de calor en la banda, debida a su compreyi posterior descompre-
sion, que generan choques entre &smos, y vibradn de los mismos (que produce calogéstos estn
momenéaneamente cargados). El hecho de que se disipe calor puede justificars@s altomivel de ab-
straccbn si notamos que la banda, que se comporta como un muelle, es aceleradaég desglerada,
lo cual da lugar a pequeas variaciones de corrieréietita en su seno, que generan radiactlectro-
magretica en forma de calor. Tan@n hay @rdidas de enefg en la bola, por rozamiento con el aire. Estas
dos circunstancias causan que la componguiela velocidad angular de salida no sea @duho icentica
ala de entrada, sino algo inferior. Por ello, ddnlo de la componentedel momento ciético de salida es
algo menor que la correspondiente al de entrada, acarreando como consecuencaguie ele salida es
tambén ligeramente inferior al de incidencia. Ahora bien, éiraalo de todas lasgrdidas resulta ser cuan-
titativamente despreciable, de modo que tanto la dedonamteriormente desarrollada como el resultado
de queangulo de incidencia “angulo de salidaon razonablemente correctos.

Podemos analizar la presente sitdaailesde el punto de vista enetigo sedin la siguiente descripan:
cuando la banda eésen reposo la suma de la eriergotencial de todas sus réolilas es fimima. Entonces
llega la bolay le entrega enéagp la banda. La endegpotencial de la banda cuando la bolaesti - es la
suma de su enelig potencial imima nas la enerta cingtica con la que llegyla bola menos lasgrdidas de
enerda de la bola por rozamiento y de la banda por disipradie calor en ese trayecto. Finalmente, cuando
la bola esh en2tr, la bola le hati entregado la diferencia entre su ef@ngptencial ertz y su energa

resultante, es nuaticamente muy superior a las de exponente igual 0 mayor que 2. Por tanto, la banda, y en general cualquier medio,
tienen unas propiedadessticas aproximadamente lineales, y dependientes cuantitativamente de la estructura molecular del material.
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Figura 2. Choque bola-bola: fuerzas de aogy reacadn implicadas.

potencial er2t menos las prdidas de enetrg en el trayector — 2tr. Esto es, la enefg cirética de la
bola cuando sale de la banda&sé& misma que cuando lléegmenos la suma de lagngidas que tienen
lugar en los trayecto® — tp y tp — 2tp.

3. Introducci 0n fisica al choque bola-bola

Cuando una bolain efectachoca con otra bola inicialmente parada, le comunica parte de su movimien-
to. Fijemonos en la figura 2, en la que se representan dos bolas en el momento en que contactan. En este
instante la bola 1 ejerce una fuer]zj_(:ng> = Foy sobre la bola 2; ¥sta, segn el principio de acéin y reac-
cion, ejerce una fuerzE_Q{ = —Fpy sobre la bola 1. El hecho de que las fuerzas sean normales al plano
tangente a ambas bolas se debe a que no existe fuerza de rozamiantiaskigecodbn z entre las dos. No
hay interpenetrabn entre ambas, por estar perfectamente pulidas, y por taltec@ntactan en un punto.
Esto implica la ausencia de la componente mencionada par no haber desplazamiento de una bola “a
lo largo de la otra”.

Sin entrar en un alisis nas detallado, se observa que la diréoaile desplazamiento de la bola 2 es
la normal al plano tangente entre ambas bolas, o, equivalentemente, la recta que une los dos centros, en el
momento del choque.

4. S2. de coordenadas, y notaci 6On para las bandas

Para definir la posiéin de cualquier bola en el plano que contiene la mesa de billar se necesitan dos co-
ordenadas. Para obtener dichas coordenadas, es precisa una base formada por dos vectores independientes.
Tomae en lo sucesivo como sistema de coordenadas el formado por los versgyeepresentados en la
figura 3.% es un vector unitario ség la direcodbn transversal de la mesa de billaes un vector unitario
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Figura 3. Elecdin del sistema de coordenadas, y especificade la notadin y medida de las bandas.

sedin la direcodn longitudinal de la mesa de billar. Adés) el ancho de la mesa es una cantidag
el largo una cantidad.. Para referirnos a una banda determinada, lo haremos medianienana; de tal
modo que -tal y como indica la figura- la banda de la izquierda es la hethdala de abajo l&°. 2, la de
la derecha la°. 3, y la de arriba la°. 4.

5. Definiciones

Definici 6n 1 (Bola transmisora) La bola transmisora es aquella bola que transmite movimiento a una
segunda bola, con el objeto de gesta entre por una tronera o transmita movimiento a su vez a otra tercera
bola.

Definici 6n 2 (Bola objetivo) Se define bola objetivo como aquella bola imaginaria tangente a la que
deseamos alcanzar en una determinada jugada, de tal modo que la recta que une sus centros define la
trayectoria deseada para el centro de liftima para queésta se introduzca en una tronera, o0 para que
alcance otra tercera bola ség otra tangencia determinada.

Ejemplo 1 llustraré esta2® definicbn con un ejemplo sencillo, representado en la figura 4. Supongamos
que queremos realizar una jugada simple. En concreto, la jugada a realizar consiste en meter la bola 2
en la tronera superior izquierda, imprindole movimiento mediante el choque con la bola transmisora
(bola 1)(\kase la figura). De acuerdo con lo explicado en la introdancal choque bola-bola (secui

1), debemos conseguir que la perpendicular al plano tangente a ambas bolas, y que contiene el punto de
contacto, sea la recta que une el centro de la bola 2 con la tronera superior izquierda. Por tanto, para
obtener el punto de contacto que necesitamos, bastan pasar una recta entre la tronera y el centro de

la bola 2, paralela al tapete, recta que sale de la bola 2 por un punto, que es el punto de tangensia
necesitamos para realizar la jugada. Ahora halgue imaginar una bola que hace tangencia con la 2 en
dicho punto C. Esta bola imaginaria es la que denontinta objetivg denotada en la figura con 1'.
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Figura 4. Determinadin de la bola objetivo para una jugada directa.

La realizacbn de cualquier jugada pasa en su primer paso por la localizacie la bola objetivo.

Definici 6n 3 (Bola virtual) Una bola virtual asociada a una jugada es una bola imaginaria que deter-
mina la direccén de tiro o movimiento de la bola transmisora. Al comunicarle a la bola transmisora una
fuerza paralela al tapete y ség la direccbn dada por lainea que une los centros de las dos bolas se
consigue la ejecubn de la jugada deseada.

Definici 6n 4 (Signo horizontal, Sx) Se define signo horizontéb'x ) de una jugada como urimero
que indica lalltima banda impar alcanzada por la bola transmisora. Silama banda impar alcanzada
enlajugada es la 1 (banda izquierda), el signo horizontal v@akdr. Si lalltima banda impar alcanzada en
la jugada es la 3 (banda derecha), el signo horizontal valélL. Si no hay toques en las bandas impares,
setomad Sx = —1.

Definici 6n 5 (Signo vertical, Sy) Se define signo verticdlSy ) de una jugada como unimero que
indica la Gltima banda par alcanzada por la bola transmisora. Silliima banda par alcanzada en la
jugada es la 2 (banda inferior), el signo vertical vaddrl. Si lalltima banda par alcanzada en la jugada
es la 4 (banda superior), el signo vertical vaéds1. Sino hay toques en las bandas pares, se tarigr =
—1.

Definici 6n 6 (Signo de banda, Sg) El signo de bandd4S5) es un imero que indica en @utipo de
banda (impar o par) tiene lugar el primer toque de la bola transmisora@&s& toca en primer lugar una
banda impar, el signo de banda $e$5 = 1. En caso de que lo haga en una banda par, el signo de banda
serd Sp = 2. Si en lajugada la bola transmisora no alcanza ninguna bandéa Ser= 0.

Definici 6n 7 (Parametros |, 1, d, u,y b;) Los paé@metros I,r,d,u sondmeros que indican elimero
de toques de la bola transmisora en cada una de las 4 bandas, antes de llegar a lapaosda bola
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Figura 5. Mesa, bandas y variables reducidas.

objetivo. El imero | (“left”) indica la cantidad de toques en la banda 1; dimero r (“right”), en la

banda 3; el fimero d (“down”), en la banda 2; y elimero u (“up”), en la banda 4. Por otra parte, el
parametrob; es el imero de la banda correspondiente @&simo toque. Es decir, & = 1,05 = 3, b3 = 4,

ésto indica que la bola transmisora toca en primer lugar la banda 1, en segundo lugar la banda 3, y en
tercer lugar la banda 4, antes de alcanzar la positie la bola objetivo.

Definici 6n 8 (Mesa, bandas, y variables reducidas)  Se definenesa reducid@omo aquella parte

de la mesa de billar limitada por cuatro lados, paralelos a las bandas respectivas y distantes de las mismas
una longitud igual al radio R de las bolas, los cuales denonéiteandas reducidaka distancia R se mide
desde cada banda de la mesa hacia el interior de la mesa. La figura 5 aclara este concepto. Igualmente,
definocoordenadas reducidas’ = x — R, 4y’ = y — R. Las longitudes de labandas reducidaseran
A'=A—-2R, L' =L —-2R.

6. Notaci 6n de una jugada

Los conceptos que he introducido en las definiciones 1, 2, 4, 5, 6, y 7 nos bastan para ser capaces de
denotar una determinada jugada. En realidad, podemos denotar siriladasgina jugada de dos maneras
diferentes, que denomir@notacbn sinéticay notacbn analtica.

Mediantenotacbn sinética la jugada queda definida por ut&-tupla formada por: la posion del
centro de la bola transmisora; la poéitidel centro de la bola objetivo; los panetros |, r, d, u; los signos
horizontal y vertical Sx y Sy ); y el signo de bandéSg). De esta forma, una jugadase denotda:

l: (xTa Y1, Lo, Yo, la T, da u, SX7 SYa SB),
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donde( zr, yr ) es la posidn del centro de la bola transmisora, ¥, yo ) es la posidn del centro
de la bola objetivo.

Mediantenotacbn anaitica, la jugada queda definida por una I+r+d+u+4-tupla, formada por: la posi-
cion del centro de la bola transmisora; la pdsicdel centro de la bola objetivo; y la secuencia de bandas
alcanzadas por la bola transmisora antes de llegar a la moglei la bola objetivo. De esta forma, una
jugadaJ se denotda:

J = (7, yr, o, Yo, b1 —ba — bz —bs — ... — bipridiu)

7. Principios y otras definiciones, |

Principio 1 (Obtenci 6n de una bola virtual para una jugada a una banda) El centro de una de
las infinitas bolas virtuales para una jugada a una banda= (zr, yr, o, Yo, b1 ) Se obtiene por
simetiia del centro de la bola objetivozo, yo ) respecto a la banda reducidé correspondiente &;.

PRUEBA.

Véase la figura 6. En ella se aprecian las posiciones de la bola transihnisorar ), y de la bola
objetivo (2o, yo ); ad como la band#;. Tambin aparece la posimn del punto zy, yy ) simétrico del
centro de la bola objetivzo, yo ) respecto a la banda reducitia La recta que unézr, yr) con
(zv, yv ) corta a dicha banda reducida en el punto C. Por consémicse verifica quec = 3y 8 =,y
adends por tant@; = d,. En consecuencia, si@g la introducodn fisica al choque bola-bandangulo de
incidencia igual ahngulo de salida), la jugadase resuelve dirigiendo el centro de la bola transmisora hacia
(xv, yv ). Porello, de acuerdo con la defirbai 3 (bola virtual)( zv, yy ) es la posidn del centro de una
de las posibles bolas virtuales de la juga@d&ualquier otra posién (z1,, y;, ) alineada cort zr, yr )y
C nos servila como centro de una bola virtual pafa O

Definici 6n 9 (Bola virtual principal)  Definiré comabola virtual principade una jugada
J = (zr, yr, o, Yo, b1 ) como ageélla que se obtiene por simérde la bola objetivo con respecto a la
banda reducida, (es decir, la hallada siguiendo el Principio 1). En la figura 6 su centré@ e#iuado en

(zv, yv ).

8. Notaci 6n de una bola virtual principal

Podemos denotar una bola virtual principal de tres maneras. Se puede hacer mediante las coordenadas
—
del centro de dicha bold/ = (zv, yv ). Tambi&n podemos denotarla usando la ndia@naitica de una
jugada, prescindiendo de:r, yr ):

V= (‘7:07 Yo, la T, da U, SX; SY)

Finalmente, tami@éin podemos denotar usando la ndiacsingtica de una jugada, prescindiendo de
(21, yr ).

V:(xovy07b1_b2_b3—b4—...—bl+r+d+u)

El hecho de que no se tenga en cuenta la p@side la bola transmisoracr, yr ) en la notadn de
una bola virtual principal se deriva de que las coorden@das yy ) para cualquier jugada no dependen
de las coordenadaser, yr ), tal y como se veér en la prueba del principio 2 (o algoritmo 1). Por el
momento se puede afirmar esta asevérapara el caso particular de jugadas a una banda. En l@setci
qued claramente demostrado este particular.
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Figura 6. Obtendin de la bola virtual principal para una jugada a una banda.

9. Principios y otras definiciones, Il

Definici 6n 10 (Punto de intercepci 6n k- ésimo) Se define el punto de intercepriO-€simo como la
posicbn del centro de la bola transmisora (en reposo, antes de la jugada). Se define el punto de iriarcepci
k-esimo 7 (¥) = (1§§>, IS“) ) como la posidn del punto central de la bola transmisora al contacksta

con la banda késima en la ejecuén de la jugada. Es decir, éssituado sobre la banda reducia}f@.

Definici 6n 11 (Subjugada y bola virtual principal k-  ésimas) Se define como bola virtual princi-
pal N-esima(N = [+ r + d 4+ u) o bola virtual principal asociada a la subjugada &sima aquella bola
virtual denotada com& V) = (zo, yo, by ).

Se defindiltima subjugada (o subjugada &sima) como aquella jugada que consiste en lo siguiente:
la bola transmisora parte del punto de intercefpmiN—lésimo,T(Nfl), se dirige hacia la bola virtual
principal N-esima, rebota en la banda &sima y desps se mueve hasta ocupar la positide la bola
objetivo. Es decir:

JN = (18 1N o, yo, by )

Una vez definida la bola virtual principal k+&sima, la bola virtual principal kesima o bola virtual
principal asociada a la subjugadaé&sima es la denotada sy V(%) = (xﬁf*l), y‘(/k“), br. )

Una vez definida la subjugada k+sima, la subjugada &sima se define del siguiente modo: la bola
transmisora parte del punto de intercepuik-1&simo, se dirige hacia la bola virtual principal ésima
( xﬁf) , y$> ), calculada como siméitx respecto a la banda reducidat’slsimab;C de la bola virtual principal
asociada a la subjugada k+&sima, rebota en la bandaésima, y se dirige hacia la bola virtual principal
mencionada. La subjugadadsima se denota:

J(k) = (Igf_l)a I)(/k_l)7 $$+1)» y8€+1)7 bk)
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Principio2 ( 0)

Algoritmo 1 ( Resoluci 6n de una jugada gen érica) Cualquier jugada, a cualquien® de bandas
N = l+r+d+u, puede ser resuelta aplicando repetidamenteé&tbaio expuesto en el principio 1, haciendo

gue en cada pasb> 0 la bola virtual principal(xgv_i“) @N_”l) ) se calcule por simeia respecto a
i’;v_¢+1 d)e la bola virtual principal obtenida en el pago- 1; y siendo, para = 0: (:cﬁ/N“) , yngH) )=
o, Yo )-

7

PRUEBA.

Para buscar una de las posibles bolas virtuales de una jugada hemos detiseip& 1y la definicbn
de bola virtual principal.

Por el principio 1, la bola virtual principal asociada a la jugadaébima se halla por simédrde la

bola objetivo respecto a la banda redudida V™) = (zo, yo, by ). Su posiobn se denotd/ (V) —
(xi/N), yg/N) ). La bola virtual principal asociada a la gétima subjugada se halla por siniatde la bola

virtual principal asociada a [dtima subjugada respectdg_,, y se denota’ V-1 = (x%,N), yg/N), bn—1).

Se verifica lo siguiente: un disparo que dirija la bola transmisora dé$die® hacial’ (V=1 tiene la
propiedad de llevar a cabo la jugada compuesta por lasltiogs subjugadas. Es decir, la bola transmisora
ad dirigida, camina primero haci?()(N*U, y toca en la pettima banda, _;. Como fue dirigida hacia la
bola virtual principal Nésima, yésta se hall por simetta respecto a'N,l, partiendo como bola objetivo
de la bola virtual principal Nesima, la bola transmisora se dirigolespés del toque en la péttima banda
hacia laGltima banda y hacia la bola virtual principal&sima. Pero como dicha bola se balbr simetra
de(zo, yo ) respecto dé,, despiés de haber alcanzado(iima banda la bola transmisora alcarézkr
posicbn de la bola objetivo.

Si continuamos con este razonamiento, pmdos seguir calculando la bola virtual principaggima
tomando como bola objetivo la bola virtual principal k&4ima, para valores de k decrecientes hasta k=1,
y llegaiiamos a la obtenén de la bola virtual principal®, que resulta ser una bola virtual para la jugada
completa. La figura 7 ilustra la resolaci de una jugada a varias banda<.]

Principio 3 (Relaci 6n entre angulos de incidencia en bandas consecutivas) (i) Si elangulo de
incidencia en una banda es el angulo de incidencia en la banda siguiente&g0° — o (A&ngulo comple-
mentario), si la bola pasa de tocar en banda par (impar) a tocar en banda impar (par).

(i) En cambio, si la bola pasa de tocar en banda par (impar) a tocar en banda par (impaénailo

de incidencia séx siempre el mismo, y en consecuencia, la trayectoria de la bola sigue una secuencia de
lineas rectas alternamente paralelas enite s

PRUEBA.

(i) Obstrvese la figura 8. La bola incide en la banda 1, y dese dirige hacia la banda 2. Como, por
construcadn, o« = B = ~, entonces = 90° — «. Es decir, elangulo de incidencia (y de salida) en una
banda cualquiera se calcula como el complementari@mglilo de incidencia en la banda anterior, si hay
cambio de paridad en las bandas.

(ii) Obsérvese ahora la figura 9. Se tiene que- 3 = ~. Por tanto, si no hay cambio de paridad en las
bandas, eingulo de incidencia (y de salida) se mantienen, y, en consecuencia las rectas que constituyen la
trayectoria de la bola forman dos secuenciadmlesks rectas alternamente paralelas eftfe paralela a
r3, ro paralelaay, ...). O

Principio4 ( |l —r| €{0,1}y|d—u| € {0, 1}) Lostoques en una de las bandas de un par de bandas
opuestas (bandas pares o bandas impares) son alternos con los toques en la otra banda del mismo par. En
consecuencid] —r| € {0, 1} y|d —u| € {0, 1}.

10
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Figura 7. Obtendin de la bola virtual principal para una jugada a tres bandas.

I'-'I'=IFI-
d=90"- o

Figura 8. Reladin deangulos de incidencia en bandas consecutivas con cambio de paridad.
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o= F}: ;r:l'.{

Figura 9. Relad@n deangulos de incidencia en bandas consecutivas sin cambio de paridad.

PRUEBA.

Probaé primeramente quig—r| € {0, 1}. Téngase en cuenta en lo sucesivo de psteipio 4 que en
las figuras se representan las bandas reducidas y las trayectorias del punto central de la bol& Qugondr
by = 1y que la bola incide sobrig con unangulod > 0°, 6 < 90°. Se elige de este modoahgulod para
evitar los caso$ = 0° y 6§ = 90°, que de modo trivial generan la alternancia en bandas impares y pares
respectivamente.

Si la bola toca ey, = 3, ya se verifica que hay una alternancia en los toques en bandas impares. Si,
por el contraridh, = 2, entonces, por grincipio 3, incidira con urdngulo90° — §. Ahora pueden suceder
tres cosas: puede dirigirse haéig= 1 (i), puede ir hacigs = 3 (ii), 0 puede ir hacias = 4 (iii) :

(i) b3 = 1. Se presentan tres alternativas:

(i.1) El toque erb; = 1 se produce por encima del toquelgn= 1. Entonces se formar un
triangulo corangulosi = (90° 4 6), b = 2(90° — ) y ¢ = (90° — 6), por elprincipio 3. Es
decir, la suma de loangulos séa 90° + 6 + 180° — 26 + 90° — 6 = 360° — 26. Esta suma
tendfia que ser igual 480°, con lo cuald habfia de sei90°, lo cual contradice la hitesis

0 = 90°. (Véase la figura 10).

(i.2) Si el toque erb3 = 1 sucede en una posiei por debajo del toque én = 1, losangulos
se@n i = (90° —0), b = 2(90° —0) y & = (90°+ ), cuya suma da como resultagien® — 26.

Nuevamente esta exprésiDlo es igual al80° parad = 90°, lo cual contradice la hiftesis.
(Véase la figura 10).

12
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Figura 10. Casos contradictorios pafa= 1,b, = 3,b3 = 1.

(i.3) No es posible que el toque én= 1 suceda en la misma posici que el toque eby = 1,
porque en ese caso la trayectoria de la bol@sera recta, verifandose90° — § = 0°, con lo
cual de nuev@ = 90°.

(ii) b3 = 3. Si se da esta circunstancia ya se verifica que hay alternancia en los toques en bandas impares,
puesto qué, = 1, by = 2, b3 = 3.

(iii) b3 = 4. Se presentan tres alternativas:
(iii.1) Si by = 1 hay tres casos posibles:

(iii.1.1) Si el toque erb, = 1 se produce por encima del toqueign= 1, se forma
un cuadriatero conangulos:a = (90° + ), b = 2(90° — 6), ¢ = 2(90° — 6) y

d = (90° + ). Estosangulos sumaf40° — 26. Si imponemos que formen parte
de un cuadrétero, la suma saB60°, lo cual implicad = 90°, con lo que se cae en
una contradicgin. (Vease la figura 11).

(iii.1.2) Si el toque erby = 1 se produce por debajo del toqueign= 1 se tiene

la trayectoria representada en la figura 11, caso iii.1.2. La trayectoria forma dos
triangulos, denotados como Ay B. De acuerdo cqapriglcipio 3, en A se verifica:
a=90°—0,¢=180° — (90° + 0) = 90° — 0, y adendsd + b + ¢ = 180° <

b = 180° — 2(90° — §) = 20. Si aplicamos este resultado en ehtrulo B se tiene

que :b+d + é = 180° < 20 + 2(90° — ) + 2(90° — §) = 180° < 6 = 90°.

13
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Figura 11. Casos contradictorios pafa= 1,by = 2,b3 = 4,b4 = 1.
(Contradiccdn).

(iii.1.3) Si el toque em, = 1 se produce justo en el punto correspondiente al
toque emb; = 1, se forma un tngulo dedngulos:a = 20, b = ¢ = 2(90° — 0)
< 20 — 460 4 360° = 180° < 6 = 90°. (Contradicobn) (Vease figura 11).

(iii.2) Si by = 3 ya se verifica que hay alternancia en los toques en las bandas impares, pues
sucedeia queb; = 1,by = 2,b3 = 4, by = 3.

(iii.3) Si by = 2 hay tres casos :

(iii.3.1) Si b; = 3 ya se cumple que hay alternancia en los toques en las bandas
impares, pues se tiene ge= 1, by = 2,b3 =4, by = 2, b5 = 3.

(iii.3.2) Sibs; = 1 se pueden dar tres casos :

(iii.3.2.1) El toque débs = 1 se produce por encima del toquetde= 1.
La trayectoria correspondiente aparece representada en la figura 12. El
cuadribtero A tiene potangulos:é = (90° + 6), b = 2(90° — 6), y

d = (90° —0), por elprincipio 3. De esto se infiere queo® + 6 +2(90° —
0) 4 (90° — 0) + ¢ = 360° < ¢ = 26. Llevando este resultado alarigulo
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{t(.3.2.3.

Figura 12. Casos contradictorios pafa= 1, by = 2, bs = 4, by = 2, b; = 1.

B:é+é+f =180° & 20+2(90° —0) +2(90° — ) = 180° < 0 = 90°.
( Contradiccdn ).

(iii.3.2.2) El toque dé; = 1 se produce por debajo del toqueide= 1.
La trayectoria se representa en la figura 12. En ahgulo A se verifi-
caia = 90° — 6, b = 90° + 6, por el principio 3. Luego:90° — 6 +
90° + 60 + ¢ = 180° & ¢ = 0°. En el triangulo B tenemosé = 0°,
d = 2(90° — 9), de lo que resultai® 4 2(90° — ) 4 & = 180° < & = 20.
En el triangulo C se tienef = § = 2(90° — ), de lo que se extrae:
260 +2(90° — 0) + 2(90° — §) = 180° < 6 = 90°. (Contradicadn).

(iii.3.2.3) El toque erb; = 1 se produce en el mismo lugar del toque en
b1 = 1. La trayectoria se representa en la figura 12. En &hgillo A se
verifica:y = 90° — (90° — ) = 0 & a = 0° & ¢ = 180° & b =
90° — § = 0° < 0 = 90°. (Contradicobn).

(iii.3.3) Sibs = 4, pueden darse tres casos:

(iii.3.3.1) Sibs = 3 ya hay alternancia en los toques en bandas impares,
puesto qué; = 1,bs = 2,b3 =4, by = 2,b5 = 3.

(iii.3.3.2) Sibg = 1 existen tres casos posibles:

15
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Figura 13. Casos contradictorios pafa= 1, bo = 2, bg = 4, by = 2, b5 = 4, bg = 1.

(iii.3.3.2.1) El toque erbg = 1 se produce por encima del toque
enb; = 1. La trayectoria seguida por la bola se representa en
la figura 13. Se forma un peéagono deangulosa = 90° + 6,
b=¢=180°—0,d = 2(90° —0), ¢ = 90° + 0, cuya suma
hadesef +b+é+d+é = 720° — 20 = 540° < 6 = 90°.
(Contradiccbn).

(iii.3.3.2.2) El toque erbg = 1 se produce por debajo del toque
enb; = 1. La bola sigue la trayectoria representada en la figura
13. En el trangulo A tenemosi = b = 90° — 0 < o = 26. Si
usamos este resultado en ehtrjulo B = 26, ¢ = 2(90° — 6),
a+é+f=180° < 20+ 3+ 180° — 20 = 180° < 5 = 0°.

Por lo tantoy = 180°, y en el cuadrétero C se verificad =
90°—(90°—0) = 0, ¢é = 90°+90°—0 = 180°—0, f = 2(90°—0),

v = 180° < 6+4180°—0+180° —20+180° = 360° < 6 = 90°.
(Contradicobn) (Véase figura 13).

(iii.3.3.2.3) El toque erbg = 1 se produce en el mismo lugar en
gue se produjo el toque dg = 1. En este caso, se forma un
cuadritero, tal y como aparece reflejado en la figura 13, cuyos
angulos soni = b = 90° + (90° — 6), ¢ = 2(90° — 0), d = 26.

De esta forma, la suma hd@bde sekf 4 360° — 26 4+ 180° —26 =

360° < 0 = 90°. (Contradicobn).

(iii.3.3.3) Sibg = 2 se pueden dar tres casos:

16
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(iii.3.3.3.1) Sib; = 3 ya hay alternancia en los toques en bandas
impares, puesto qué; = 1,b; = 2, b3 = 4, by = 2, b5 = 4,
bg = 2, b7 = 3.

(iii.3.3.3.2) Sib; = 1 se obtienen tres nuevos casos dependiendo
de si el toque se produce por debajo, por encima, o en el mismo
lugar queb; = 1.

(iii.3.3.3.2.1) Si el toque eb, = 1 se produce por encima del
toque erb; = 1, se obtiene la trayectoria representada en la
figura 14. El perigono A tiene comangulosa = 90° + 6,
b=d=090°+90° — 0, é = 90° — 9, de forma que la suma
SeR:d+ b+ é+d+é=540° — 20+ ¢ = 540° & ¢ = 20.
Llevando este resultado alarigulo B se tiene? = 20, f=
g=2(90°—0; ¢+ f+ g =360°—20 =180° < 6 = 90°.
(Contradicobn).

(iii.3.3.3.2.2) Si el toque eh; = 1 se produce por debajo
deltoque e, = 1, tenemos la trayectoria representada en la
figura 14. Del trangulo A extraemo$i0° —0+90°+0+¢ =
180° < ¢ = 0°. Llevando este resultado al cuaétéro B
obtenemost + d + é + f = 360° = 0° + 90° 4+ 90° — 6 +

90° + (90° — ) + d < 360° = 360° — 20 + d < d = 26.

Si aplicamos esto en el &mgulo C obtenemos finalmente:
G+h+1i =180 = 20+ 2(90° — 0) +2(90° — ) < 180° =
360° — 20 < 6 = 90°. (Contradicobn).

(iii.3.3.3.2.3) Si el toque eh; = 1 se produce justo en el
punto correspondienteta = 1 se tiene la trayectoria repre-
sentada en la figura 14. Comio= 0°, se verificazi + b+ ¢+

d = 360° = 0°4+90°+90° —0+90°+90°—0 < d = 20. LI-
evando este resultado extrado del cuatkilo A al trangulo
B setiened+é+ f = 180° = 20+2(90°—6)+2(90°—6) <
180° = 360° — 20 < 6 = 90°. (Contradicobn).

(iii.3.3.3.3) Sib; = 4 se presentan de nuevo tres casos, al igual
gue ocurre en cada supuesto. Si el tobise produce ebg = 3

ya hay alternancia en las bandas impares. Si se produge-eR,
paraby = 1 tenemos la misma calstica que la analizada en
los casos iii.3.3.3.2.1, iii.3.3.3.2.2, y iii.3.3.3.2.3, por formar la
trayectoria iénticas figuras a las que apdeet en esos casos.
Paraby = 3 ya habta alternancia en bandas impares. Bara 4
seguifamos plantandonos las tres alternativélsy = 1,b19 =
2,b10 = 3). Laprimera(b;o = 1) sefia una contradicoin, por for-
marse las mismas figuras que eniii.3.3.2.1, iii.3.3.2.2, yii.3.3.2.3.
La segunddb;o = 2) dafia lugar a un nuevo desglose con las mis-
mas figuras que eniii.3.3.3.2.1, iii.3.3.3.2.2, y iii.3.3.3.2.3 (en el
caso de qué;; = 1), a la alternancia en bandas impares (con
b11 = 3), 0 a una situadin equivalente a la de iii.3.3.3.3 (con
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Figura 14. Casos contradictorios pafa= 1, by = 2, b3 =4, by =2, b5 =4, bg =2, by = 1.

bi1 = 4). Sedin estelltimo caso tenemos una situacide la-

zo cerrado, si se produce una alternancia con toques alternos y
sucesivos en las bandas 2 y 4. Esta situacie abria en algin
momento, puesto que no tiene sentido una jugada con infinitos
toques en las bandas. Al abrirse lléganos a una situa@n de

b, = 1, que llevara a una contradicén sedin el razonamiento
gue se presenta en el siguiengernafo, -por formarse en ese caso
las mismas figuras que para el cdso= 4, bs = 1, o0 sedin el
razonamiento de iii.3.3.3.2, por formarse las mismas figuras que
parael casds = 2, b; = 1-; 0 bien deb,, = 3, (formandose dsl-
ternancia), siendb, la Gltima banda alcanzada en la subesile
contactos.

Si el toque siguiente & = 4 se produce ebgs = 1 se pueden dar
tres casos, ség este toque se produzca por encima, por debajo,
0 en el mismo sitio que el toque én = 1. Los casos primero

y tercero (por encima y en el mismo sitio) son equivalentes re-
spectivamente a los casos iii.3.3.2.1 y iii.3.3.2.3. Sin embargo, el
caso iii.3.3.3.3.3.2 se corresponde con una nueva figura, la rep-
resentada en la figura 15. Tal y como se dedujo en iii.3.3.2.2 se
verificac = 26. Si aplicamos esto en el cuadttitro A tenemos:
a+y+é+d = 360° =204+2(90°+90°—0)+~ < v = 0°. Lle-
vamos este resultado al cuadtéro B y tenemog+ f+§ +h=

360° = 180° + 6 + 90° 4+ 90° — 0 + 2(90° — 0) < 0 = 90°.
(Contradiccbn).

Hasta aqy con todo este desglose caso por caso, he probado que necesariamente unipgud en
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Figura 15. Casos contradictorios pafa= 1, by = 2, b3 =4, by =2, bs = 4, bg = 2, by = 4, bg = 1.

seguido de un toque én = 2, produce alternancia en las bandas impares. Si sucediese guk b, = 4,
tambien habra alternancia en las bandas impares., puesto quddemals las situaciones satmicas que con
todo lo expuesto coty, = 1y b, = 2. Habiia los mismos supuestos que los expuestos, cambiang®
porb, = 4,y se llegara a las mismas conclusiones. Esto se debe a que se famfiguras siratricas a las
tratadas.

Enlafigura 16 se sintetiza toda la ctsfica asociada a una jugada que comienza ea 1. Si la jugada
comenzase eby = 3, bastala con girar la mesa de hilldg0°, o bien cambiar de posimn el observador,
y tendiiamos las figuras siétricas a todos los casos hastaiasgtudiados, con lo cual tandéni se cumple
que empezando €n = 3, la siguiente banda impar alcanzadaadarbanda 1.

Ademas de todo lo adexpuesto, conviene fijarse en un hecho. A saber, hemos garantizado qussdespu
de un toque en 1 (3), el siguiente toque en banda imparese (1). Esto demuestra que los togques en
bandas impares son alternos, puesto que cualquier jugada que presente toques en las bandas impares puede
descomponerse en un ciertomero de jugadas elementales, en las cuales la bola alcanza una banda impar
y mas tarde toca en la banda impar opuesta, sin haber tocado de nuevo la primera. Como a nivel de cada
una de estas jugadas elementales se verifica que el toque en 1 (3) va seapitdodede un toque en 3 (1),
y sin un toque intermedio en 1 (3), astsegurada la alternancia en las bandas impares.

Hasta ahora se ha probado que los toques en las bandas impares son alternos. Para probar que los toques
en las bandas pares son taérbalternos baste cambiar 1 por 4, 3 por 2, 2 por 1, y 4 por 3, girai9dé la
mesa de billar, o cam@hdose la posion del observador, con lo cual quesjustificado el principio, por
formarse las mismas figuras que las tratadas en todo el desarrollo anterior, con los cambids danda

expresados. O
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Figura 16. Diagrama resumen de las trayectorias posiblesbpara 1. A indica alternancia y C indica
contradicobn.

10. Lemas utilizados en las proposiciones

Lema 1 (Posici 6n de la bola virtual principal para una jugada J = (x1, yT, X0, Yo, j)) Laposi-

cion del centro de la bola virtual principal para las jugadas a una banda, referida a un origen de coorde-
nadas situado en la esquina inferior izquierda de la mesa reducida, para cada uno de los cuatro casos, se
expresa en fundn de las variables reducidasy, = 20 — R, y, =yo — R, A’ =A—-2R,L' =L —2R

de la forma:

(=1) V(@ yhy) = —anit + ybi) = Vi(x)3 + yoi

. =z ~ ~ ~ ~

(i=2) V'(2h, yp) = o + (—yp)i = o2 + VH(yp)y

(=3) V'(ah, yby) = (A= 2R+ A — R — 20)3 + ysi
= 2(A - 2R) — (xo — R):i: + y’O?)
= (24" —25)T + yoU
= Vi(rp)Z + you

(=4) V'(@h, yo) = tpd + (L — 2R+ L — R~ yo)§
= J;’OJE + 2(L — ZR) — (yo — R)g}
=252+ (2L - yp)y
= xp@ 4+ Vi (yp)d

PRUEBA.

La demostradin es trivial, usando grincipio 1.
La razdn de usar tanto las variables como la pdsiaile la bola virtual en modo reducido es que de esta
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forma se simplifica el@culo de dicha posién, convirtendolo en una simple sim@rrespecto a la banda
reducida correspondiente. Esta simplifiéachacarrea otras posteriores, como, por ejemplo, ealelio

de la posigdn de la bola virtual principal para una jugadaualquiera, siguiente paso en este desarrollo
tedrico, y que acometéren las inmediatas secciones]

Lema 2 (Posici 6n de la bola virtual principal para una jugada  J cualquiera) La posicbn de la
bola virtual principal para una jugada cualquiera se halfausando una exprean como la que sigue:

V(@ yo) = (Vi (VRVLVA(-.. (VA7 +
(Vi(

I+
=

>

+
N
<>

PRUEBA.

La demostradn es trivial, usando gdrincipio 2, que establece el algoritmo de obténcide la bola
virtual principal para una jugada cualquierapghcipio 4, que establece la alternancia en los contactos en
bandas de igual paridad; yleima 1

En la anterior expreSh « y 3 pueden ser el siihdice R o bien el subdice L. Otro tanto ocurre cony
4, que pueden ser o bien U, o bien D. De acuerdo camietipio 4, en la composid@n de funciones que se
lleva a cabo, tanto en la coordenadacomo en la coordenadg, los sulindices se &n alternando. Es decir,

R se alternax con L, y U con D. Aderas, conviene salar que la coordenada de la bola virtual principal
V' solo depende dey, -no deyy, —; y que sucede lo equivalente para la coorder@édaV’ (sblo depende
deyy, -no dez(,-). Esto lo justifica el hecho de que para obteVigibasta con realizar simés respecto
ab = 1yb = 3,yque para obtenér, basta con realizar simés respecto & = 2y b = 4. Cuando
buscamos la simétr con respecto a una banda horizontal (o vertical), la coordenada vertical (horizontal)
no vaia, y, por tanto, el proceso de realizar siffersiguiendo el orden dado por la jugada en coestée
puede descomponer en dos procesos independientédodéoade simetas, uno para las bandas pares y
otro para las bandas impares.

O

Lema 3 (Principio de inducci 6n para el caso de un conjunto de pares de naturales) SeaC' C
(N x N). SeaB(d) = {(z, y) € (N x N)/ max{zx, y} < d}. Sead, = min{r e N/ {B(r)(C} # 0}.
Si se verifica:

(i) Una propiedad es cierta paréB(d,) () C}.
(i) La propiedad es cierta pard B(d) (| C'} = La propiedad es cierta paréB(d + 1) (" C}.

Entonces:
= La propiedad es ciertd (z, y) € C.

PRUEBA.

Sea cualquieréz, y) € C. Por (i) la propiedad es cierta paf#(d,) () C}. Por (i), la propiedad es
tambén cierta pard B(d, + 1) () C}. Aplicando reiteradamente (ii), se tiene que la propiedad es cierta
para{B(d, +2)(C},{B(do, +3) N C}, {B(do +4) N C}, ....{B(max{z, y}) [ C}, lo cual implica:

La propiedad es cierta pafa, y) € B(maz{z, y}). O

Lema 4 (Calculo de la minima distancia de un punto a una recta) Sea un puntd® = (zp,yp)
y unarectay = mx+n. Entonces la imima distancia de P a la recta es la que media entre Py el punto de la
recta (. ym) = ((xp—m(n—yp))/(1+m?), (m((zp—m(n—yp)))+n(1+m?))/(1-+m?)),y tal distan-

1

ciaesigual ad(P,y) = (%(1 +m? + 2% +yb +n(n—2yp) +2(n— (myp + xp)))) ‘)

donde el signo de la ia cuadrada se ha de elegir de tal modo que tal distancia sea positiva.
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PRUEBA. Se calcula la distancia de P a un punto&@eo de la recta, dapdola expresada en fubaide
la variable independiente x.

d((zp,yp), (z,y)) =/ (x —zp)? + (mx +n — yp)? = d(z) 1)
Ahora se halla el imimo de tal funadbn de x.
1

od(x
=0«& 2xym —xp) +2m(mzy, +n — =0
o 2/(z —ap)? + (map +n —yp)? @ 2 ( yp))

~

zp —m(n—yp)
1+ m?
Si ahora se sustituyen estos valargsy,, en la ecuadin (1) se obtiene el valor de la distancianima:

& Ty = y Ym = My + N

2

Py = (I 2 4+ 208) + 200 (e +00)) )

O

11. Proposiciones

Proposici 6n 1 (Bola virtual principal para J = (xT, yT, X0, Yo, , 1, 0, 0, Sx, —1, 1).) Laposi-
cion de la bola virtual principal, expresada en coordenadas reducidas, para una jugada a bandas impares
J = (z7, yr, zo, Yo, 1, r, 0,0, Sx, —1, 1), con|l —r| € {0, 1}, se calcula:

_
V' (zo, ¥0) = Pl .5, (20)% +yoi = V] .5, (20)% + yo ¥,

siendo
Vs, (@p) = (2rA" — Spalp)(—1) THHolse), )

dondey(S,) es cualquiera funéin que verifiqug(—1) = 0y g(1) = —1 (por ejemplo, servia ¢(S,) =
—0,5(S: +1)); y siendoP; . ¢ (z(,) la coordenadar’ (coordenadar reducida) del vector de posim del
centro de la bola virtual principal asociada.A.

PRUEBA.
Tenemos que demostrar qi¥, ¢ (v5) = V/, g, (¥5). El primer paso es la exprési deSx en
funcibn der y [, teniendo en cuenta la definici deSx . Se verifica:

-1, sil=r=0
+1, si r=1I0+1
SX = *1, Si l =7r+ 1
—1, si l=ry P, (xp) =Vp(P,._y _1(z0))
+1, sil=ry Pl/,r7+1(33/0) = VLI(F)llfl,r,Jrl(x/O))
Para probar la presente propoéitusae ellema 3 expuesto en la sedsi 10. La demostraén consiste

en probar que se cumple la propiedad descrita en (1) para el cogjuatd(l, r) € (N x N) /|l —r| €
{0, 1}}. Para poder concluir que la propiedad (1) es cierta sébes preciso comprobar que se cumplen
las dos hiptesis: (i) y (ii).
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(i) Seady = 0. ¢Es la propiedad (2) cierta pat@(dy) (1 C) = {(0, 0)} ?

Se verifica:Sx = —1, por definicbn, y aderas:
P o,-1(2p) =15 = (2-0- A" = (=1) - 2p)(=1)"*9*0 = Vi, _;(20)

(i) Supongamos la propiedad (2) cierta paa(d) () C). ¢Implica esto que (2) es cierta pdia(d +
HOC)=BANC)U{d,d+1),d+1,d+1),(d+1,d)}?

(i.1) Para(l, r) = (d, d + 1) esSx = +1, y se caleulaP; ,., ,, () usando eprincipio 2y lo ex-
puestoenloslemas 1y 2:

Pa11,+1(%0) = Ve(Pi441(20)) = Ve(Via11(20)) =

= 24" — (20A" — 2p) (=127 = 2+ (d+ 1) - A — alp) (- 1P = VL (o)

(i.2) Para(l, r) = (d+ 1, d) esSx = —1, y se calculaP; _.(x!,) usando eprincipio 2y lo ex-
d+1,d,—1\Lo

puestoenloslemas 1y 2:

Pc/l+1,d,71(‘r/0) = VL’(Pé,d,ﬂ(I/o)) = VL’(Vé,d,ﬂ(fO)) =

= —(2dA" + 2},))(—1)%+0 = (2d A" + 2}))(—1)?HL = (2. d - A" — (—1) - ) (—1)(dHDF+d+0 =

= Vd/+1,d,71($10)

(ii.3) Para(l, r) = (d + 1, d 4+ 1) existen dos posibilidades: (8 = —1, o bien (b)Sx = +1.

(a) Sx = -1

En este caso, usando fincipio 2, y lo expuesto en los lemas 1y 2, se calcuky., ;. ,(zp) =
VJ/%(Pc/lH,d,ﬂ(x/o)) = Vz/z(véﬂ,d,q(x/o)) =

= 24" — (2dA’ — (—1)xl)(—1)2H1H0 = 24" 4 (2d A" + ;) (—1)2¢ 1140 =

= (2 (d+ 1)+ A — (1) - ap)(~1)HHED R0 =

= le+1,d+1,—1(ff/o)

(b) Sx = +1.

En este caso, usando el usandpréhcipio 2, lo expuesto en los lemas 1y 2, y lo demostrado en (ii.1), se
CaICUIa:Pé+1,d+1,+1($/O) = V/‘:(Pé,d+1,+1(zlo)) = Vfi(vd/,d+1,+1(g3lo)) =

= —(2(d+ 1A —ap)(~1)*T 7 = (2 (d+1) - A — (1) - wp) (=) HEDHEDL = VI (25)

Entonces, puesto que se cumplen las dosthis, (i) y (i), dellema 3 podemos concluir que la
propiedad?/, 5 (zp) =V/, 5, (25) es ciertaparéd = {(I, r) € (N x N) /[l —r[ € {0, 1}}. O

Proposici 6n 2 (Bola virtual principal para J = (xT, yT, X0, Yo, 0, 0, d, u, —1, Sy, 2).) Laposi-
cion de la bola virtual principal, expresada en coordenadas reducidas, para una jugada a bandas pares
J = (xr, yr, o, Y0, 0, 0, d, u, —1, Sy, 2), con|d — u| € {0, 1}, se calcula:

—>/ / / VS / ! ~ VAR ! ~
V2o, yo) = vt + Py s, (¥0)) = 202 + Vi s, (¥0)7

siendo
Viws, (o) = (2ud’ — Sy) (—1)dHuras,),
dondeg(S,) es cualquiera fundin que verifiqug(—1) = 0y g(1) = —1 (por ejemplo, servia g(S,) =

—0,5(Sy +1));y siendoPU’l’u’Sy (yp) la coordenaday’ (coordenaday reducida) del vector de posim del
centro de la bola virtual principal asociada.a
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PRUEBA.
La demostrad@n es intuitivamente trivial. Basta con girar la mesa reducid@ngulo de90° en el
sentido contrario al de las agujas del reloj. La jugada a bandas pares se convierte en una jugada a bandas
impares, para la cual ya éstemostrada lproposicbn 1 La bola virtual principal para la jugada a bandas
impares se calcula mediante la subesie simefias respecto a esas bandas. Basta, pues, con girar de nuevo
en sentido contrario la mesa reducida, con dicha jugada resuelta, y obtenemos ladresEuaijugada a
bandas pares original, para lo cual nos basta con hacer los camibjasz’; L’ por A’; d porl; u porr;
Sy porSx;y Sp = 2; para obtener la coordenagj’adeV’(x’@ Yo). Su coordenada’ coincide conzy,,
puesto que la jugada hace contactile £n bandas pares.

Proposici 6n 3 (Bola virtual principal para J = (x, yT, X0, Yo, L, r, d, u, Sx, Sy, Sg).) Laposi-
cion de la bola virtual principal, expresada en coordenadas reducidas, para una jugaésiced —
(xr, yr, o0, Yo, l, r, d, u, Sx, Sy, Sg),con|l —r| € {0, 1} y|d —u| € {0, 1}, se calcula:

/

V'(x0, yo) = W,r,sm (xp)t + Vé,u,sy (Y0)7, (3)

siendoV}/, ¢ (zp) la funcion calculada en Igroposicon 1y V;, ¢ (yo) la calculada en lgproposicon
2.

PRUEBA.

La demostradn es intuitivamente trivial. Tal y como se vio enlema 2 el proceso de realizar
simetiias siguiendo el orden dado pérse puede descomponer en dos procesos independientakde c
lo de simettas, uno para las bandas pares, y otro para las bandas impares. De este modo, la bola virtual
principal paraJ se calcula:

V'@, o) = (VA - (VRIVLVA( - (VA EoDDDNE + (VI (Vi (VG (- (Vo)D)

siendoa y 3 los subindices R o L; yy y 4 los subindices U o D. Pero las dos composiciones de funciones,
. — ’ .
correspondientes a cada componentéldéxy,, y,,), son las que acarrean como resultado la expresi
!/ / / H I~F i ! /
Vi,.s,(x0) para la componente, tal y como se dedujo en faroposicdn 1 y la expresin Vd%sy (o)
para la componentg, como se dedujo en faroposicbn 2 Por tanto,

YA / ’ I\~ / I\~
Vo, y0) = Vi s, (20)T + Viu,s, (vo)7,

12. Otras definiciones y algoritmos

Hasta el momento me he ocupado de los principios y definiciones principalespasde aspectos tales
como la notadin de jugadas o de las posiciones de las bolas, y de la re@moldeiuna jugada gérica,
obtenida a partir del uso de &jlos. No me he centrado en si una jugada caracterizada por UBESEierSs
dados es o naigicamente realizable, aspecto del que me o@iparesta seaan. Abordaé dicha tarea
exponiendo previamente algunas nuevas definiciones.

Definici 6n 12 (Trayectoria virtual k- ésima) Se designa comoayectoria virtual kesimala linea rec-

ta que une epunto de intercepdn k-1-€simocon labola virtual principal késima Se verifica, sdg esta
definicbn, que el punto de corte de la trayectoria virtuakkima con la banda reducidaédsima es el
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punto de intercepoin k&simo, puesto que la bola transmisora, en la subjugaésiiia, se dirige des-
de el punto de intercep@n k-1€simo hacia la banda ksima y hacia la bola virtual principal ksima

Vi = (2 41 ). Por tanto, la trayectoria virtual kesima se expresa:

/ !
Y = mrx + ng,

siendo

i k)’ (k'
Ty =y —myalf 4)
2 D)

v

my =

Definici 6n 13 (Jugada fisicamente realizable)  Se dice que una jugada es fsicamente realizable

si, para cada valor de k, el punto de interceftik-€simo pertenece a la banda reducid@simab; y si
adends la bola transmisora no toma contacto con ninguna bola durante su recorrido, con la salvedad de la
posible tangencia que puede suceder cuando alcanza la posiei la bola objetivo. Es decir, una jugada

es del mencionado tipo si se desarrolla@edp propuesto en su notaxi y si alcanza la posion de la bola
objetivo. En tal caso se denotac P. Si la jugada no essicamente realizable -no se desarrolla 8agu
notacbn-, se denotd ¢ P,0J € L.

Definici 6n 14 (Dominio vivo asociado a una bola virtual principal) Se defin@lominio vivoaso-
—
ciado a una bola virtual principal’, 6 [V] = (zf,, yp, b1 —ba — ... — bx), de la forma:

Dy = {(, y/) € {(0, &) x (0, L')}/ (2", o/, [V]) € P}

Definici 6n 15 (Dominio muerto asociado a una bola virtual principal) Se definglominio muer-
—
to asociado a una bola virtual principal’, 6 [V] = (zy,, ¥, b1 — ba — ... — by), de la forma:

Dy ={(a',y') € {(0, A") x (0, L")}/ (', /, [V]) ¢ P} = {(0, &) x (0, L")}/ Dy}

Algoritmo 2 (Determinaci 6n de si .J es fisicamente realizable) Para determinar si una jugada es
fisicamente realizabléJ € P) se ha de calcular, para cada valor dg el punto de intercepon k€simo,
comprobando que efectivamenteesituado sobre la banda reducidg, y que sus coordenadas no caen
dentro del intervalo asociado a una tronera. Supondremos en lo sucesivo que las troneras de las esquinas
de la mesa de billar ocupan una longitdigl; sobre la banda no reducida, y que las troneras situadas en el
centro de las bandas impares ocupan una distarigia Notese que las dimensiones de las troneras sobre
las bandas reducidas son d#&- en las centrales, y d®r — R en las troneras de las esquinas.

El algoritmo se pone en pctica de la siguiente forma:

(1°) Célculo de las bolas virtuales principales de las subjugadas. Utilizandalggdritmo 1se obtienen

las bolas virtuales principalesi_/)’N, ‘_/3\/_1’ cee I_/)’l, siguiendo este orden (desdeldimo contacto en
banda hasta el primero).

N
(2°) Se obtienen las trayectorias virtuales asociadas a cada subjugada. Para ello se pait®’de-
(x'T, yﬁf), calculindose para cada valor di los pa@ametrosmy y ny, sedin ( 4); siguiendo el orden
k=1,2,..., N. En este2° paso taml&n se obtienen los puntos de intercépciPara ello se tiene en
cuenta lo siguiente:

(a) Siby, =1, entonces(ék)/ =0, ylék)l = Ng.
(b) Siby, = 2, entoncesfék) =0, ng(c’“) = =k,

m
(c) Siby, = 3, entonces{g(vk) = A, yfé’“) — mp A+ ng.
(d) Siby, = 4, entonced ") = L/, y 1M = K=

my
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(3°) Se comprueba que cada punto de intercepa@sé contenido en la banda reducida correspondiente.
Para ello se deben cumplir las siguientes condiciones:

(i) Sibr =1 6b, = 3, entonces ha de ser
(Dg — R) < I < E5Pe g pientDe < [M' < (1) — Dy + R).

(i) Sibp =200 = 4, entonces hade s¢Dp — R) < Iik)' < (A" = Dg+ R).

(4°) Se ha de verificar que, para todos los valores de k, cada trayectoria vigthial= m,z*) + n,,
pase a una distanciaimima de todas las bolas -exceptuando la bola transmisora y la bola tangente a la

bola objetivo- superior R. Es decir, SiB = {(xjgl Y5 (5, Yp, ) (T, ngb)} es el conjunto de
bolas excluida la transmisora y la bola tangente a la objetivo, ha de sdinsedema 4

1
2

1+ mﬁ + fL'/Biz + leiQ + ng(ng — 2?/;37;) + 2(ng — (mkngi + x/B)))> > 2R,

((x;& — my(ng — ng,i))Z

(14 m3)?

Vie{l,...,b}, Vke{1,...,l+r+d+u}

(5°) Si para todos los valores dese cumplen las condiciones correspondientes expuestas en los puntos
(3°) y (4°), la jugada sed fisicamente realizabl¢J < P). Si, por el contrario, existe al menos una
condicbn de las expresadas en los pun{88) y (4°), correspondiente a un valor de que no se cumple,
la jugada no sef fisicamente realizabléJ ¢ P).

Estealgoritmo 2ha sido descrito para su aplicamn para el caso de una mesa con troneras. Si, por el
contrario, la mesa no tiene troneras, entonces se simplifican las condiciones (i) y (ii), camdasie en las
siguientes:

@iy Sib, =100, = 3, hade sepd < Iék)/ < L.
@iy  Sib,=20b; =4, hadesep < I < A".
En la secabn 13 se expone un ejemplo de apliéacde estalgorimo 2

Algoritmo 3 (Obtenci 6n del dominio vivo asociado a una bola virtual principal V) Paraobten-
er el dominio vivo asociado a una bola virtual principal (el dominio muerto es su complementario, siendo
la unibn de ambos conjuntos la mesa de billar), se han de seguir los siguientes pasos:

(1°) Calculo de las bolas virtuales principales de las subjugadas, usandigetitmo 1

N
(2°) Hemos de dejar libre el punto de intercefeiO-2simo -o bola transmisora-, es dedit?)’ = (', 3/);
calcular los restantes puntos de interceptien funddbn dez’ e 3/, arrastrando en las operaciones dichas
variables; e imponer las condiciones expuestas para dichos puntosigyoatmo 2 Adenas, hemos de cal-
cular todas las trayectorias virtuales asociadas a las subjugadas, expresadas émfdeci ey, forzando
que la distancia fimima que media entre cada una de ellas y cada bmg , y;gi) sea superior 2R, con
lo cual tendremos otro conjunto de condiciones que han de verificar, unidas a las antes mencionadas, las
coordenadas de la bola transmiso(ra’ , y'). Al forzar el cumplimiento de todas las condiciones expuestas
obtendremos inecuaciones en las variablé® 3’ de partida, que delimitan el dominio vivo asociado a
V. Esto es ds puesto que al obrar de este modo estamos en realidad imponiendo que la jugada de bola
transmisora(z’, y') es fsicamente realizable.

En la secabn 13 se expone un ejemplo de aplidacde este algorimo.
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Figura 17. Dimensiones de las troneras.

13. Ejemplos de aplicaci 6n de los algoritmos 2y 3

Si, dada una determinada jugaflase nos pide determinanicamente si es o nésicamente realizable,
nos basta con emplear algoritmo 2 Si, adenas de eso, interesa obtener el dominio vivo relativo a la
bola virtual asociada d, es preferible hallarlo en primer lugar, usandalkgoritmo 3 y a partir de su
conocimiento podemos determinarsi P 6 siJ ¢ P. Es decir, dependiendo de lo requerido, puede ser
mas pactico el empleo deadlgoritmo 2 o por el contrario, el dedlgoritmo 3

A continuacbn expongo dos ejemplos, uno para cada siugan los que se usan los mencionados
algoritmos.

Ejemplo 2 Sea la bola virtuall’ = (0,5,0,5,2 — 3 —4). SiA’ = 1,5, L' = 3, y la mesa no tiene
troneras, determinar el dominio vivo asociad®4y si la jugadaJ = (0,5, 0,5, [V’]) es o nofsicamente
realizable.

Como nos piden elaculo del dominio vivo asociadoW’, es necesario el uso delgoritmo 3 Primero se
obtienen las bolas virtuales principales:

’ 7

Ve =(05.2,4; V' =(05,4)
’ ’

V@ =(05,4,3); V& =(25,4)

, ’
v = (25,4, 2); v = (2,5, -4)
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A continuacbn se ha de imponer matéticamente que los puntos de intercépresén contenidos en
las bandas respectivas, de forma que obtendremos las inecuaciones que delimitan el dominio vivo:

bp=2:
1 40y / ! !
e A T 1y 1y _ 47 +25y
my = 2 O 25— g A T g
, ) —4x’ — 2,5y
=0 o0<I1M<15 & @ 0< 547_3}21 <15

De estalltima condicon se extraen algunas inecuaciones:

@Y >0
o bien (i): y < —1,62', yadendsy’ < —4.
o bien (ii): y > —1,62', y adenasy’ > —4.
Las inecuaciones de (i) no sirven como parte/2{¢.? Las inecuaciones de (ii) no nos aportan ninguna
informacibn sobreD;}. Por tanto, de (a) no extraemos nada.

O I <15 o oy <6— 4

De (b) extraemos una restriémi para los puntogz’, y') € Di.

by =3:
2)’ 1)’
yi()) _I?S) o 16+4y/. )

B (2 _ 162"+ 10y
& T 104 T -

T Mty 42 — 10

mo =

—162" — 4y’ + 24

2) o . 2) _ =
L= =15 0<LP =mpA'+ny<L'=3 & 0<—— -=o

<3

Inecuaciones que se extraen:

@I >0
o bien (i): y < 6 —42', yadendsz’ < 2,5.
o bien (ii): y > 6 — 4z, yadenasx’ > 2,5.
Las inecuaciones de (i) no aportan nada. Las inecuaciones de (ii) no desdpipepor lo expuesto en
la nota?.

O <3 o  y>-15-2

Esta inecuadin de (b) no aporta nada.

by =4:

3) 2)’
y I 4y +16 3y

o 1627 — 2y — 48
- _ e (3 _ 162" —2y' — 48
B @ T a1 T

— Mty 4z — 10

ms

2Esto se debe a que la zona que representan no tiene intérsaociaga con la mesa reducida.
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L —n; 9% — 4z’ + 18
LI o1 e0< LT g

1® 1 —3 73—
4 5 0<l; ms 4y’ 416

Inecuaciones que se extraen:
@1 >0
o bien (i): y' > 22’ —9, yadenasy’ > 4.
o bien (ii): y <2z’ — 9, yadenasy’ < 4. Las inecuaciones de (i) no describen una zoalida, por
lo aludido en lanota?.
Las inecuaciones de (ii) no describen tampoco una zaitida;, por la misma raan.
(b) I < 1,52y —4a' +18< 6y’ +24 =y > —2'—15
Esta inecuadn no describeD(}, por lo expuesto enota?.
Por tanto, el dominio vivo e} = {(2/, y') € {(0,4’) x (0,L")}/y’ < (6 — 42’)}. Adenas, ] € P,
porque0,5 <6 —-4-0,5=4
Podria interesarnos dejar expresado el dominio vivo en fonde las variables sin reducir. Para ello

basta con deshacer el camhjb=y — R, 2’ = x — R, y nos queda:

Dé:{(l‘, y) E{(R7A_R) x (R7L_R)}/y< (6—4$+5R>}

Ejemplo 3 Determinar si la jugadaJ = (1, 1,2, 0,5, 2,3 — 1 — 4) es fsicamente realizable, siendo
R =0,03, A=1,56, L = 3,06, Dc = 0,049.

Como no se nos pide ealculo del dominio vivo, es preferible, por simplicidad, utilizaradfjoritmo 2
Primero se obtienen las bolas virtuales principales:

V' =(0,97, 1,17, 0,47, 1,97, 3 — 1 — 4); A'=A-2R=1)5; L'=L—-2R=3;
Y
[(0) — (x{T’ y%) — (0’97, 1,17)
’ !’
VO = (047, 1,97, 4); VO = (047, 4,03)
’ 7
V' =(047,4,03,1);  V® = (=047, 4,03)

/ ’
Vv = (-047,4,03,3); VO =(1,97, 4,03)

()b, =3 , ,
yq()l) _Ié())

o7 — 2.86;
RO O

my =

ny =y —myz() = —1,6042;
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TH: 6-‘*4}':. +5H

e

Figura 18. Dominio vivo y dominio muerto asociados a la jugada del ejemplo 2.

IV = =15 IV =miA g =26858 o
1M ¢ v, porquel 5245 = L'=Pe < [V < [/ — D + R = 2,995.

(i) by = 1
@' _ 0y
my = L = —0,68233;
Ty — Iy

ng = y1()2)/ — mgxg,z)/ = 3,7093;
I =0, 1Y =ny=37003 o  I® ¢,
porque]f)/ no verifica ninguna de las condiciones siguientes -diebarmplirse una de las dos- :

. I'-D ) L'+D ,
0,005 = Dp—R < I{?' < TC = 14755 01,5245 = % < I < I'-Dp+R = 2,995

LuegoJ no es fsicamente realizablé.J ¢ P).

14. Aspectos recreativos del m étodo de la bola virtual

En esta secéin pretendo dar a conocer un concepto nuevo, y una propiedad pareja al mismo, con
algunos ejemplos, que fornian parte de la mateética recreativa asociada al étodo.

Definici 6n 16 (Jugada periodo) Se dice que/, = (7, yr, x7, yr, I, , d, u, Sz, Sy, SB)
= (z7, yr, 7, Y1, b1 —b2—...—by) €S jugada pdodo si existerk y m naturales, y una jugada asociada
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Jo = (@1, yr, z7, yr, L+ my r+m,d+k, u+k, Sz, Sy, Sg) = (zr, yr, 1, yr, br —ba — ... —
by — by — by — ... — by) tales que:

Yo~ _wew —vr () = yp) + (2kL)(=1) ey
o) —af 2l —ah (@) - ah) + (@mAr)(—1)rHe(sx)

Proposici 6n 4 (Sobre las jugadas periodo)  Si.J; es jugada pepdo y.J, est asociada a la misma,

- = e
entonces se verifica qu® = 2k + 2m, tal quem;yp 2 = m; 2, Nitp 2 = N4 2, [2(””’) = 12(”, siendo
0 < i <l+r+d+u. Adends, sino existiesergpdidas en la enefig cinética de la bola, la jugadd; se
repetifia indefinidamente.

PRUEBA.
Por ladefinicbn 16 Vl(l) esh alineada coﬂVQ(l) y con(zr, yr). Entonces, la jugadd comienza del

mismo modo que/;, y se desarrolla igual qué, hasta el contacto en la banbla., +q+.. ES decir,V1(2>

y V,?) estin alineadas corl” ; V¥ y V¥ conI!®;y ad hastaV,") y vV, alineados cod!" V.
Ademas de esto, sucede lo siguiente:

¢ Lajugadal/, tiene nés contactos en bandas (no ha terminado).

¢ LajugadaJ, ya ha terminado.

e Como la bola objetivo d&/; es la propia bola transmisora, y adesria secuencia de bandas pdsa
continia del mismo modo que lo hizo para la jugatlay como la bola objetivo dg, es la bola trans-
misora, al igual que cod;, entonces se repdiide nuevo la jugadd;. En consecuencia, se verifica que
Mitp 2 = Mi 2, Nitp 2 = N 2, 12(””) = 12(1), con0 <i<l+r+d+u, ¥Yyp=2k+2m.Porotra
parte, dado que la bola objetivo coincidsiéamente con la bola transmisora, y que se repiten trayectorias
virtuales, se forma un bucle que, en ausenciaatdigas de enetg de la bola, se repefirsin fin. [

Ejemplo 4 En este apartado probarla periodicidad de dos jugadas concretas, usando el criterio ex-
puesto en lalefinicion 16

e La primera de ellas, que llamér‘jugada rombo”, responde a la siguiente notéaot

A A’
i: (?7 Ra ?a Ra 17 17 17 17 _15 _17 1)

SieljoJ; = (4", R, 4", R, 2, 2,2, 2, —1, —1, 1), y utilizo la ecuaddn (3), se puede probar:

5A/ Lo 9AT

—
Vi, =g t2ly Vi, = a4y

Yor —yr _ 2L ALy —yr

’ r ;T ’ / /
x —xp 24" 4A xl, —al,

En la figura 19 se representan las bolas virtuales principales asociadgsyals, y la trayectoria que
sigue la bola para la “jugada rombo”.
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Figura 19. Resolu6n de la “jugada rombo”.

e La segunda de las jugadas pedo que aqupongo como ejemplo, que denomigdjugada 2 rom-
bos”, responde a la notabi:

AI

A/
) Rv ?7 Ra 23 2, ]-, ]-7 _]-7 _17 1)

@:(7

SieljoGy = (4", R, 4", R, 4,4, 2,2, —1, -1, 1), y utilizo la ecuadn (3), se puede probar:

— A L 17A

7 o I~ . N /A
Vo, = 5 T+ 2L Ve, = 5 T+ 4Ly
Yor —yr _ 2L ALT Y —yr
x, —afp 4A" 8A' i, —al.

En la figura 19 se representan las bolas virtuales principales asociadasyaGs, y la trayectoria que
sigue la bola para la “jugada 2 rombos”.

15. Conclusi 6n
En este aftulo se ha presentado ureindo para la resolun de cualquier jugada de billar, en la que

no se utilice efecto. Aunque es de &eter emimentementedsco, como cualquier ddulo matenatico,
deél se puede derivar una aplicanipractica, que no se ha descrito pormenorizadamente, shsobien
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Figura 20. Resoluén de la “jugada 2 rombos”.

introducido en el resumen, y que se puede describir como un sistema de entrenamiento yoredeluci
jugadas, al cual se le suministran las posiciones de las bolas involucradas medianapatato de medida.
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