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Resumen.
El método de la bola virtual, que se trata en este artı́culo, ha sido creado con el objeto de servir

como soporte téorico a los jugadores de billar, en cualquiera de sus modalidades, y bajo la restricción de
aplicarse a jugadas sin efecto.

Cuando un jugador de billar estima como elección oportuna una determinada jugada, se le plantean las
dudas de si es posible y, en caso afirmativo, de cúal es la direccíon que le ha de imprimir a la bola blanca
para que la jugada se lleve a cabo. El método de la bola virtual consigue dar respuesta matemática a estos
planteamientos. Dada una jugada concreta, este método permite, mediante un algoritmo descrito en este
art́ıculo, determinar si es fı́sicamente realizable o no. Un segundo algoritmo da respuesta a la incógnita
de cúal es la regíon de la mesa de billar desde la que la partida de la bola blanca posibilita la realización
de la jugada. Por supuesto, en el caso de que la jugada pretendida sea fı́sicamente realizable, existe otro
algoritmo -en el cual se basan los otros dos- que la resuelve, pudiendo obtenerse la dirección que ha de
aplicarse a la bola blanca. Para finalizar, como aspecto recreativo, se define el concepto de jugada perı́odo
y se establece un criterio que permite saber si una jugada es de este tipo o no.

Además, los tres algoritmos mencionados pueden ser implementados en un sistema electrónico digital
que disponga de microprocesador y memoria (por ejemplo: un ordenador portátil, un teĺefono ḿovil
de última generacíon, una calculadora programable, una PDA, etc. . .), de modo que se podrı́an crear
aplicaciones inforḿaticas de apoyo al jugador, basadas en lenguajes de programación como J2ME (Java
2 Micro Edition) o C].

1. Billar sin efecto

Normalmente se dice que una bola no posee efecto cuando el movimiento le es comunicado mediante
una fuerza paralela al tapete y contenida en un plano al cual pertenezca uno de los infinitos meridianos de
la bola. Cuando una bola sin efecto le transmite movimiento a una bola inicialmente quieta,éstaúltima
emprendeŕa un movimiento sin efecto también. Esto se debe a que el punto de contacto de ambas pertenece
a un meridiano de la segunda (en realidad pertenece también a su ecuador), y a que la fuerza que le comunica
la primera es perpendicular a este punto y paralela al tapete, quedando contenida en un plano normal a la
segunda bola, que contiene el mencionado meridiano.

El juego con efecto requiere muchı́sima pŕactica y no es recomendable para iniciados en el billar. Esto
es aśı dado que para predecir los movimientos de las bolas con efecto de una forma rigurosa es conveniente
tener unos notorios conocimientos de mecánica, y para llevarlos a la práctica se necesita una gran destreza,
que śolo se consigue con los años. Es por ello preferible no usar nunca efecto de modo sistemático, salvo
que uno posea los conocimientos y aptitudes expresados.

El método de la bola virtual está única y exclusivamente pensado para jugadas en las que no se use
efecto, y de hecho si se juega con efecto y aplicando el mencionado método, no se conseguirán los resultados

Mathematics Subject Classifications: 00A08, 00A06
Autor: Manuel Verdes Piñeiro.
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Figura 1. Choque bola-banda: vectores yángulos implicados. Equivalencia banda-muelle elástico.

que éste predice. Por tanto, que quede claro en lo sucesivo de este artı́culo quetodos los supuestos se
plantean y resuelven con movimientos sin efecto de todas las bolas involucradas, lo cual se consigue no
transmitíendoselo a la bola blanca al iniciar la jugada.

2. Introducci ón fı́sica al choque bola-banda

Es un hecho bien conocido que cuando una bola (sin efecto) incide sobre una banda, rebota con un
ángulo casi igual al de incidencia.

Para explicar este comportamiento fijémonos en la figura 1. En esta figura se observa una bola sin efecto
en el punto de contactoC(0) con la banda. El vector

−→
LO representa el momento cinético de la bola justo

antes de tocar la banda. El vector
−→
LF representa el momento cinético despúes de tocar la banda. De acuerdo

con la eleccíon de los versoreŝx e ŷ, el vector
−→
LO se puede escribir

−→
LO = −LOX x̂ + LOY ŷ, siendoLOX

y LOY los módulos de sus componentesx ey, respectivamente.
Supondremos en este razonamiento que la banda se comporta de un modo elástico, es decir, de acuerdo

con la figura1, se podrı́a sustituir la banda a todos los efectos por un muelle. La fuerza elástica que entrega
el muelle (la banda) a la bola, es de la forma

−→
F = −f(C(t)− C(0))x̂, dondeC(t) es la componentex de

la posicíon del punto de contacto correspondiente a un tiempot despúes de la llegada de la bola a la banda,
el valorC(0) es el correspondiente a la posición inicial de dicho punto asociada a la llegada a la banda de la
bola, yf(t) es una funcíon positiva de la diferencia de ambas magnitudes.f(t) es una funcíon pŕacticamente
lineal de esa diferencia, pero no ocasionarı́a una ṕerdida de generalidad el considerarla no lineal.1 No existe

1La raźon de que la banda se comporte como un muelle es que a medida que se aproximan entre sı́ los ńucleos de lośatomos de
la misma, las fuerzas electrostáticas de repulsión entre ellos aumentan. Estas fuerzas son inversamente proporcionales al cuadrado de
la distancia entre ńucleos. Si se desarrolla en serie de Taylor la fuerza de repulsión resultante, para compresiones pequeñas, se obtiene
una suma de polinomios que describen una fuerza total no nula, cosa que no ocurrı́a en situacíon de equilibrio (muelle descomprimido).
Además, para desplazamientos(C(t) − C(0)) reducidos, esta distancia -elevada a 1-, en función de cuyas potencias se expresa la
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componente en̂y de la fuerza que ejerce la banda, debido a la no existencia de rozamiento entre la bola y la
misma. Se puede despreciar dicha componente, por poseer tanto banda como bola superficies muy pulidas,
y por contactar en un punto, no habiendo un movimiento a lo largo de la banda, según ŷ, el cual śı llevaŕıa
pareja una fuerza de rozamiento.

Por tanto, la banda entrega un momento de fuerzas
−→
M(t) = −Kf(C(t) − C(0))ŷ a la bola. Este

momento es dependiente del tiempo, y mayor a medida que la bola va comprimiendo la banda. Esta com-
presíon se lleva a cabo entret = 0 y t = tF . En este intervalo la banda absorbe la energı́a cińetica que le
proporciona la bola, hasta pararla, de modo que queda almacenada en forma de energı́a potencial eĺastica
en la banda. Calculemos la impulsión angular a la que se ve sometida la bola, es decir, la variación de su
momento cińetico:

JY = ∆LY =
∫ tF

0

MY (t)dt +
∫ 2tF

tF

MY (t)dt

JX = ∆LX =
∫ tF

0

MX(t)dt +
∫ 2tF

tF

MX(t)dt

Entre 0 ytF la bola se ve sometida a los mismos momentosMY (t) que entretF y 2tF . En concreto,
se verifica queMY (tF − t1) = MY (tF + t1), por comportarse -a efectos de fuerzas- del mismo modo la
banda cuando absorbe energı́a que cuando la entrega. Entonces,

∫ tF

0
MY (t)dt =

∫ 2tF

tF
MY (t)dt = −LOY .

De aqúı se deduce queJY = −2LOY , JX = 0, lo cual implica:

−→
LF =

−→
LO +

−→
J = −LOX x̂− LOY ŷ

Dado que
−→
LO y

−→
LF son ortogonales a las dos direcciones de movimiento -antes y después del choque

con la banda-, y queα = β, se puede concluir queα = β = γ = δ, y que, por tantoθ1 = θ2. De esta
forma, se prueba que losángulos de incidencia(θ1), y de salida(θ2), son id́enticos, si nos abstraemos de las
pérdidas de energı́a que analizaré en el siguiente ṕarrafo. El hecho de que los dos intervalos de tiempo (de
deceleracíon y de aceleración) sean iguales se debe a que el momento de fuerzas entregado por la banda sólo
depende del punto de contactoC(t). Por tanto,́esta frenaŕa la bola en el mismo tiempo en que la acelera.

En todo el presente razonamiento se ha supuesto ausencia de pérdidas de energı́a, lo cual no es del todo
cierto. En realidad, hay disipación de calor en la banda, debida a su compresión y posterior descompre-
sión, que generan choques entre losátomos, y vibracíon de los mismos (que produce calor siéstos est́an
moment́aneamente cargados). El hecho de que se disipe calor puede justificarse a un más alto nivel de ab-
straccíon si notamos que la banda, que se comporta como un muelle, es acelerada y después decelerada,
lo cual da lugar a pequeas variaciones de corriente eléctrica en su seno, que generan radiación electro-
magńetica en forma de calor. También hay ṕerdidas de energı́a en la bola, por rozamiento con el aire. Estas
dos circunstancias causan que la componentey de la velocidad angular de salida no sea en módulo id́entica
a la de entrada, sino algo inferior. Por ello, el módulo de la componentey del momento cińetico de salida es
algo menor que la correspondiente al de entrada, acarreando como consecuencia que elángulo de salida es
tambíen ligeramente inferior al de incidencia. Ahora bien, el acúmulo de todas las pérdidas resulta ser cuan-
titativamente despreciable, de modo que tanto la deducción anteriormente desarrollada como el resultado
de queángulo de incidencia =́angulo de salidason razonablemente correctos.

Podemos analizar la presente situación desde el punto de vista energético seǵun la siguiente descripción:
cuando la banda está en reposo la suma de la energı́a potencial de todas sus moléculas es ḿınima. Entonces
llega la bola y le entrega energı́a a la banda. La energı́a potencial de la banda cuando la bola está entF es la
suma de su energı́a potencial ḿınima ḿas la enerǵıa cińetica con la que lleǵo la bola menos las pérdidas de
enerǵıa de la bola por rozamiento y de la banda por disipación de calor en ese trayecto. Finalmente, cuando
la bola est́a en2tF , la bola le habŕa entregado la diferencia entre su energı́a potencial entF y su enerǵıa

resultante, es nuḿericamente muy superior a las de exponente igual o mayor que 2. Por tanto, la banda, y en general cualquier medio,
tienen unas propiedades elásticas aproximadamente lineales, y dependientes cuantitativamente de la estructura molecular del material.
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Figura 2. Choque bola-bola: fuerzas de acción y reaccíon implicadas.

potencial en2tF menos las ṕerdidas de energı́a en el trayectotF → 2tF . Esto es, la energı́a cińetica de la
bola cuando sale de la banda será la misma que cuando llegó, menos la suma de las pérdidas que tienen
lugar en los trayectos0 → tF y tF → 2tF .

3. Introducci ón fı́sica al choque bola-bola

Cuando una bolasin efectochoca con otra bola inicialmente parada, le comunica parte de su movimien-
to. Fijémonos en la figura 2, en la que se representan dos bolas en el momento en que contactan. En este
instante la bola 1 ejerce una fuerza

−→
F12 = FOŷ sobre la bola 2; ýesta, seǵun el principio de acción y reac-

ción, ejerce una fuerza
−→
F21 = −FOŷ sobre la bola 1. El hecho de que las fuerzas sean normales al plano

tangente a ambas bolas se debe a que no existe fuerza de rozamiento según la direccíon x̂ entre las dos. No
hay interpenetración entre ambas, por estar perfectamente pulidas, y por tanto sólo contactan en un punto.
Esto implica la ausencia de la componente mencionada enx̂, por no haber desplazamiento de una bola “a
lo largo de la otra”.

Sin entrar en un ańalisis ḿas detallado, se observa que la dirección de desplazamiento de la bola 2 es
la normal al plano tangente entre ambas bolas, o, equivalentemente, la recta que une los dos centros, en el
momento del choque.

4. Sa. de coordenadas, y notaci ón para las bandas

Para definir la posición de cualquier bola en el plano que contiene la mesa de billar se necesitan dos co-
ordenadas. Para obtener dichas coordenadas, es precisa una base formada por dos vectores independientes.
Tomaŕe en lo sucesivo como sistema de coordenadas el formado por los versoresx̂ e ŷ, representados en la
figura 3.x̂ es un vector unitario según la direccíon transversal de la mesa de billar.ŷ es un vector unitario
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Figura 3. Eleccíon del sistema de coordenadas, y especificación de la notacíon y medida de las bandas.

seǵun la direccíon longitudinal de la mesa de billar. Además, el ancho de la mesa es una cantidadA, y
el largo una cantidadL. Para referirnos a una banda determinada, lo haremos mediante un número, de tal
modo que -tal y como indica la figura- la banda de la izquierda es la bandano. 1, la de abajo lano. 2, la de
la derecha lano. 3, y la de arriba lano. 4.

5. Definiciones

Definici ón 1 (Bola transmisora) La bola transmisora es aquella bola que transmite movimiento a una
segunda bola, con el objeto de queésta entre por una tronera o transmita movimiento a su vez a otra tercera
bola.

Definici ón 2 (Bola objetivo) Se define bola objetivo como aquella bola imaginaria tangente a la que
deseamos alcanzar en una determinada jugada, de tal modo que la recta que une sus centros define la
trayectoria deseada para el centro de laúltima para queésta se introduzca en una tronera, o para que
alcance otra tercera bola según otra tangencia determinada.

Ejemplo 1 Ilustraré esta2a definicíon con un ejemplo sencillo, representado en la figura 4. Supongamos
que queremos realizar una jugada simple. En concreto, la jugada a realizar consiste en meter la bola 2
en la tronera superior izquierda, imprimiéndole movimiento mediante el choque con la bola transmisora
(bola 1)(v́ease la figura). De acuerdo con lo explicado en la introducción al choque bola-bola (sección
1), debemos conseguir que la perpendicular al plano tangente a ambas bolas, y que contiene el punto de
contacto, sea la recta que une el centro de la bola 2 con la tronera superior izquierda. Por tanto, para
obtener el punto de contacto que necesitamos, bastará con pasar una recta entre la tronera y el centro de
la bola 2, paralela al tapete, recta que sale de la bola 2 por un punto, que es el punto de tangenciaC que
necesitamos para realizar la jugada. Ahora habrá que imaginar una bola que hace tangencia con la 2 en
dicho punto C. Esta bola imaginaria es la que denominobola objetivo, denotada en la figura con 1’.
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Figura 4. Determinación de la bola objetivo para una jugada directa.

La realizacíon de cualquier jugada pasa en su primer paso por la localización de la bola objetivo.

Definici ón 3 (Bola virtual) Una bola virtual asociada a una jugada es una bola imaginaria que deter-
mina la direccíon de tiro o movimiento de la bola transmisora. Al comunicarle a la bola transmisora una
fuerza paralela al tapete y según la direccíon dada por la ĺınea que une los centros de las dos bolas se
consigue la ejecución de la jugada deseada.

Definici ón 4 (Signo horizontal, SX) Se define signo horizontal(SX) de una jugada como un número
que indica laúltima banda impar alcanzada por la bola transmisora. Si laúltima banda impar alcanzada
en la jugada es la 1 (banda izquierda), el signo horizontal valdrá -1. Si laúltima banda impar alcanzada en
la jugada es la 3 (banda derecha), el signo horizontal valdrá +1. Si no hay toques en las bandas impares,
se tomaŕa SX = −1.

Definici ón 5 (Signo vertical, SY) Se define signo vertical(SY ) de una jugada como un número que
indica la última banda par alcanzada por la bola transmisora. Si laúltima banda par alcanzada en la
jugada es la 2 (banda inferior), el signo vertical valdrá -1. Si laúltima banda par alcanzada en la jugada
es la 4 (banda superior), el signo vertical valdrá +1. Si no hay toques en las bandas pares, se tomará SY =
−1.

Definici ón 6 (Signo de banda, SB) El signo de banda(SB) es un ńumero que indica en qué tipo de
banda (impar o par) tiene lugar el primer toque de la bola transmisora. Siésta toca en primer lugar una
banda impar, el signo de banda será SB = 1. En caso de que lo haga en una banda par, el signo de banda
seŕa SB = 2. Si en la jugada la bola transmisora no alcanza ninguna banda será SB = 0.

Definici ón 7 (Par ámetros l, r, d, u, y bi) Los paŕametros l,r,d,u son ńumeros que indican el número
de toques de la bola transmisora en cada una de las 4 bandas, antes de llegar a la posición de la bola
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Figura 5. Mesa, bandas y variables reducidas.

objetivo. El ńumero l (“left”) indica la cantidad de toques en la banda 1; el número r (“right”), en la
banda 3; el ńumero d (“down”), en la banda 2; y el ńumero u (“up”), en la banda 4. Por otra parte, el
parámetrobi es el ńumero de la banda correspondiente al i-ésimo toque. Es decir, sib1 = 1, b2 = 3, b3 = 4,
ésto indica que la bola transmisora toca en primer lugar la banda 1, en segundo lugar la banda 3, y en
tercer lugar la banda 4, antes de alcanzar la posición de la bola objetivo.

Definici ón 8 (Mesa, bandas, y variables reducidas) Se definemesa reducidacomo aquella parte
de la mesa de billar limitada por cuatro lados, paralelos a las bandas respectivas y distantes de las mismas
una longitud igual al radio R de las bolas, los cuales denominarébandas reducidas. La distancia R se mide
desde cada banda de la mesa hacia el interior de la mesa. La figura 5 aclara este concepto. Igualmente,
definocoordenadas reducidas: x′ = x − R, y′ = y − R. Las longitudes de lasbandas reducidasseŕan
A′ = A− 2R, L′ = L− 2R.

6. Notaci ón de una jugada

Los conceptos que he introducido en las definiciones 1, 2, 4, 5, 6, y 7 nos bastan para ser capaces de
denotar una determinada jugada. En realidad, podemos denotar sin ambigüedad una jugada de dos maneras
diferentes, que denominarénotacíon sint́eticay notacíon anaĺıtica.

Mediantenotacíon sint́etica, la jugada queda definida por una11-tupla, formada por: la posición del
centro de la bola transmisora; la posición del centro de la bola objetivo; los parámetros l, r, d, u; los signos
horizontal y vertical(SX y SY ); y el signo de banda(SB). De esta forma, una jugadaJ se denotarı́a:

J = (xT , yT , xO, yO, l, r, d, u, SX , SY , SB),

7
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donde( xT , yT ) es la posicíon del centro de la bola transmisora, y( xO, yO ) es la posicíon del centro
de la bola objetivo.

Mediantenotacíon anaĺıtica, la jugada queda definida por una l+r+d+u+4-tupla, formada por: la posi-
ción del centro de la bola transmisora; la posición del centro de la bola objetivo; y la secuencia de bandas
alcanzadas por la bola transmisora antes de llegar a la posición de la bola objetivo. De esta forma, una
jugadaJ se denotarı́a:

J = (xT , yT , xO, yO, b1 − b2 − b3 − b4 − . . .− bl+r+d+u )

7. Principios y otras definiciones, I

Principio 1 (Obtenci ón de una bola virtual para una jugada a una banda) El centro de una de
las infinitas bolas virtuales para una jugada a una bandaJ = (xT , yT , xO, yO, b1 ) se obtiene por
simetŕıa del centro de la bola objetivo( xO, yO ) respecto a la banda reducidab′1 correspondiente ab1.

PRUEBA.
Véase la figura 6. En ella se aprecian las posiciones de la bola transmisora( xT , yT ), y de la bola

objetivo( xO, yO ); aśı como la bandab1. Tambíen aparece la posición del punto( xV , yV ) simétrico del
centro de la bola objetivo( xO, yO ) respecto a la banda reducidab

′

1. La recta que une( xT , yT ) con
( xV , yV ) corta a dicha banda reducida en el punto C. Por construcción, se verifica queα = β y β = γ, y
adeḿas por tantoδ1 = δ2. En consecuencia, según la introduccíon f́ısica al choque bola-banda (ángulo de
incidencia igual aĺangulo de salida), la jugadaJ se resuelve dirigiendo el centro de la bola transmisora hacia
( xV , yV ). Por ello, de acuerdo con la definición 3 (bola virtual),( xV , yV ) es la posicíon del centro de una
de las posibles bolas virtuales de la jugadaJ . Cualquier otra posición ( x′V , y′V ) alineada con(xT , yT ) y
C nos serviŕıa como centro de una bola virtual paraJ . �

Definici ón 9 (Bola virtual principal) Definiré comobola virtual principalde una jugada
J = (xT , yT , xO, yO, b1 ) como aqúella que se obtiene por simetrı́a de la bola objetivo con respecto a la
banda reducidab

′

1 (es decir, la hallada siguiendo el Principio 1). En la figura 6 su centro está situado en
( xV , yV ).

8. Notaci ón de una bola virtual principal

Podemos denotar una bola virtual principal de tres maneras. Se puede hacer mediante las coordenadas
del centro de dicha bola:

−→
V = (xV , yV ). Tambíen podemos denotarla usando la notación anaĺıtica de una

jugada, prescindiendo de(xT , yT ):

V = ( xO, yO, l, r, d, u, SX , SY )

Finalmente, también podemos denotar usando la notación sint́etica de una jugada, prescindiendo de
( xT , yT ).

V = (xO, yO, b1 − b2 − b3 − b4 − . . .− bl+r+d+u )

El hecho de que no se tenga en cuenta la posición de la bola transmisora(xT , yT ) en la notacíon de
una bola virtual principal se deriva de que las coordenadas( xV , yV ) para cualquier jugada no dependen
de las coordenadas(xT , yT ), tal y como se veŕa en la prueba del principio 2 (o algoritmo 1). Por el
momento se puede afirmar esta aseveración para el caso particular de jugadas a una banda. En la sección 7
qued́o claramente demostrado este particular.
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Figura 6. Obtencíon de la bola virtual principal para una jugada a una banda.

9. Principios y otras definiciones, II

Definici ón 10 (Punto de intercepci ón k- ésimo) Se define el punto de intercepción 0-́esimo como la
posicíon del centro de la bola transmisora (en reposo, antes de la jugada). Se define el punto de intercepción
k-ésimo

−→
I (k) = ( I

(k)
X , I

(k)
Y ) como la posicíon del punto central de la bola transmisora al contactarésta

con la banda k-́esima en la ejecución de la jugada. Es decir, está situado sobre la banda reducidab
′

k.

Definici ón 11 (Subjugada y bola virtual principal k- ésimas) Se define como bola virtual princi-
pal N-́esima(N = l + r + d + u) o bola virtual principal asociada a la subjugada N-ésima aquella bola
virtual denotada comoV (N) = ( xO, yO, bN ).

Se definéultima subjugada (o subjugada N-ésima) como aquella jugada que consiste en lo siguiente:
la bola transmisora parte del punto de intercepción N-1-́esimo,

−→
I (N−1), se dirige hacia la bola virtual

principal N-́esima, rebota en la banda N-ésima y despúes se mueve hasta ocupar la posición de la bola
objetivo. Es decir:

J (N) = ( I
(N−1)
X , I

(N−1)
Y , xO, yO, bN )

Una vez definida la bola virtual principal k+1-ésima, la bola virtual principal k-́esima o bola virtual
principal asociada a la subjugada k-ésima es la denotada según: V (k) = (x

(k+1)
V , y

(k+1)
V , bk )

Una vez definida la subjugada k+1-ésima, la subjugada k-ésima se define del siguiente modo: la bola
transmisora parte del punto de intercepción k-1-́esimo, se dirige hacia la bola virtual principal k-ésima
( x

(k)
V , y

(k)
V ), calculada como simetrı́a respecto a la banda reducida k-ésimab

′

k de la bola virtual principal
asociada a la subjugada k+1-ésima, rebota en la banda k-ésima, y se dirige hacia la bola virtual principal
mencionada. La subjugada k-ésima se denota:

J (k) = ( I
(k−1)
X , I

(k−1)
Y , x

(k+1)
V , y

(k+1)
V , bk )

9
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Principio 2 ( ó )

Algoritmo 1 ( Resoluci ón de una jugada gen érica ) Cualquier jugada, a cualquierno de bandas
N = l+r+d+u, puede ser resuelta aplicando repetidamente el método expuesto en el principio 1, haciendo
que en cada pasoi > 0 la bola virtual principal(x

(N−i+1)
V , y

(N−i+1)
V ) se calcule por simetrı́a respecto a

b
′

N−i+1 de la bola virtual principal obtenida en el pasoi− 1; y siendo, parai = 0: ( x
(N+1)
V , y

(N+1)
V ) =

( xO, yO ).

PRUEBA.
Para buscar una de las posibles bolas virtuales de una jugada hemos de usar elprincipio 1y la definicíon

de bola virtual principal.
Por elprincipio 1, la bola virtual principal asociada a la jugada N-ésima se halla por simetrı́a de la

bola objetivo respecto a la banda reducidab
′

N : V (N) = (xO, yO, bN ). Su posicíon se denota
−→
V (N) =

( x
(N)
V , y

(N)
V ). La bola virtual principal asociada a la penúltima subjugada se halla por simetrı́a de la bola

virtual principal asociada a láultima subjugada respecto ab
′

N−1, y se denota:V (N−1) = ( x
(N)
V , y

(N)
V , bN−1 ).

Se verifica lo siguiente: un disparo que dirija la bola transmisora desde
−→
I (N−2) hacia

−→
V (N−1) tiene la

propiedad de llevar a cabo la jugada compuesta por las dosúltimas subjugadas. Es decir, la bola transmisora
aśı dirigida, camina primero hacia

−→
V (N−1), y toca en la peńultima bandabN−1. Como fue dirigida hacia la

bola virtual principal N-́esima, yésta se halló por simetŕıa respecto ab
′

N−1, partiendo como bola objetivo
de la bola virtual principal N-́esima, la bola transmisora se dirigirá despúes del toque en la penúltima banda
hacia laúltima banda y hacia la bola virtual principal N-ésima. Pero como dicha bola se halló por simetŕıa
de( xO, yO ) respecto deb

′

N , despúes de haber alcanzado laúltima banda la bola transmisora alcanzará la
posicíon de la bola objetivo.

Si continuamos con este razonamiento, podrı́amos seguir calculando la bola virtual principal k-ésima
tomando como bola objetivo la bola virtual principal k+1-ésima, para valores de k decrecientes hasta k=1,
y llegaŕıamos a la obtención de la bola virtual principal1a, que resulta ser una bola virtual para la jugada
completa. La figura 7 ilustra la resolución de una jugada a varias bandas.�

Principio 3 (Relaci ón entre ángulos de incidencia en bandas consecutivas) (i) Si elángulo de
incidencia en una banda esα, el ángulo de incidencia en la banda siguiente será 90o −α (ángulo comple-
mentario), si la bola pasa de tocar en banda par (impar) a tocar en banda impar (par).
(ii) En cambio, si la bola pasa de tocar en banda par (impar) a tocar en banda par (impar), elángulo
de incidencia seŕa siempre el mismo, y en consecuencia, la trayectoria de la bola sigue una secuencia de
lı́neas rectas alternamente paralelas entre sı́.

PRUEBA.
(i) Obśervese la figura 8. La bola incide en la banda 1, y después se dirige hacia la banda 2. Como, por

construccíon, α = β = γ, entoncesδ = 90o − α. Es decir, eĺangulo de incidencia (y de salida) en una
banda cualquiera se calcula como el complementario delángulo de incidencia en la banda anterior, si hay
cambio de paridad en las bandas.

(ii) Obsérvese ahora la figura 9. Se tiene queα = β = γ. Por tanto, si no hay cambio de paridad en las
bandas, eĺangulo de incidencia (y de salida) se mantienen, y, en consecuencia las rectas que constituyen la
trayectoria de la bola forman dos secuencias de lı́neas rectas alternamente paralelas entre sı́ (r1 paralela a
r3, r2 paralela ar4, . . . ). �

Principio 4 ( |l − r| ∈ { 0, 1} y |d− u| ∈ { 0, 1}) Los toques en una de las bandas de un par de bandas
opuestas (bandas pares o bandas impares) son alternos con los toques en la otra banda del mismo par. En
consecuencia,|l − r| ∈ { 0, 1} y |d− u| ∈ { 0, 1}.

10
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Figura 7. Obtencíon de la bola virtual principal para una jugada a tres bandas.

Figura 8. Relacíon deángulos de incidencia en bandas consecutivas con cambio de paridad.

11



M. Verdes

Figura 9. Relacíon deángulos de incidencia en bandas consecutivas sin cambio de paridad.

PRUEBA.
Probaŕe primeramente que|l−r| ∈ { 0, 1}. Téngase en cuenta en lo sucesivo de esteprincipio 4que en

las figuras se representan las bandas reducidas y las trayectorias del punto central de la bola. Supondré que
b1 = 1 y que la bola incide sobreb1 con unánguloθ > 0o, θ < 90o. Se elige de este modo elánguloθ para
evitar los casosθ = 0o y θ = 90o, que de modo trivial generan la alternancia en bandas impares y pares
respectivamente.

Si la bola toca enb2 = 3, ya se verifica que hay una alternancia en los toques en bandas impares. Si,
por el contrariob2 = 2, entonces, por elprincipio 3, incidirá con uńangulo90o − θ. Ahora pueden suceder
tres cosas: puede dirigirse haciab3 = 1 (i), puede ir haciab3 = 3 (ii), o puede ir haciab3 = 4 (iii) :

(i) b3 = 1. Se presentan tres alternativas:

(i.1) El toque enb3 = 1 se produce por encima del toque enb1 = 1. Entonces se formarı́a un
triángulo cońanguloŝa = (90o + θ), b̂ = 2(90o − θ) y ĉ = (90o − θ), por elprincipio 3. Es
decir, la suma de lośangulos serı́a 90o + θ + 180o − 2θ + 90o − θ = 360o − 2θ. Esta suma
tendŕıa que ser igual a180o, con lo cualθ habŕıa de ser90o, lo cual contradice la hiṕotesis
θ 6= 90o. (Véase la figura 10).

(i.2) Si el toque enb3 = 1 sucede en una posición por debajo del toque enb1 = 1, los ángulos
seŕan :â = (90o−θ), b̂ = 2(90o−θ) y ĉ = (90o +θ), cuya suma da como resultado360o−2θ.
Nuevamente esta expresión śolo es igual a180o paraθ = 90o, lo cual contradice la hiṕotesis.
(Véase la figura 10).
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Figura 10. Casos contradictorios parab1 = 1, b2 = 3, b3 = 1.

(i.3) No es posible que el toque enb3 = 1 suceda en la misma posición que el toque enb1 = 1,
porque en ese caso la trayectoria de la bola serı́a una recta, verifićandose90o − θ = 0o, con lo
cual de nuevoθ = 90o.

(ii) b3 = 3. Si se da esta circunstancia ya se verifica que hay alternancia en los toques en bandas impares,
puesto queb1 = 1, b2 = 2, b3 = 3.

(iii) b3 = 4. Se presentan tres alternativas:

(iii.1) Si b4 = 1 hay tres casos posibles:

(iii.1.1) Si el toque enb4 = 1 se produce por encima del toque enb1 = 1, se forma
un cuadriĺatero conángulos:̂a = (90o + θ), b̂ = 2(90o − θ), ĉ = 2(90o − θ) y
d̂ = (90o + θ). Estosángulos suman540o − 2θ. Si imponemos que formen parte
de un cuadriĺatero, la suma será360o, lo cual implicaθ = 90o, con lo que se cae en
una contradiccíon. (Véase la figura 11).

(iii.1.2) Si el toque enb4 = 1 se produce por debajo del toque enb1 = 1 se tiene
la trayectoria representada en la figura 11, caso iii.1.2. La trayectoria forma dos
triángulos, denotados como A y B. De acuerdo con elprincipio 3, en A se verifica:
â = 90o − θ, ĉ = 180o − (90o + θ) = 90o − θ, y adeḿasâ + b̂ + ĉ = 180o ⇔
b̂ = 180o − 2(90o − θ) = 2θ. Si aplicamos este resultado en el triángulo B se tiene
que : b̂ + d̂ + ê = 180o ⇔ 2θ + 2(90o − θ) + 2(90o − θ) = 180o ⇔ θ = 90o.
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Figura 11. Casos contradictorios parab1 = 1, b2 = 2, b3 = 4, b4 = 1.

(Contradiccíon).

(iii.1.3) Si el toque enb4 = 1 se produce justo en el punto correspondiente al
toque enb1 = 1, se forma un tríangulo déangulos:̂a = 2θ, b̂ = ĉ = 2(90o − θ)
⇔ 2θ − 4θ + 360o = 180o ⇔ θ = 90o. (Contradiccíon) (Véase figura 11).

(iii.2) Si b4 = 3 ya se verifica que hay alternancia en los toques en las bandas impares, pues
sucedeŕıa queb1 = 1, b2 = 2, b3 = 4, b4 = 3.

(iii.3) Si b4 = 2 hay tres casos :

(iii.3.1) Si b5 = 3 ya se cumple que hay alternancia en los toques en las bandas
impares, pues se tiene queb1 = 1, b2 = 2, b3 = 4, b4 = 2, b5 = 3.

(iii.3.2) Si b5 = 1 se pueden dar tres casos :

(iii.3.2.1) El toque deb5 = 1 se produce por encima del toque deb1 = 1.
La trayectoria correspondiente aparece representada en la figura 12. El
cuadriĺatero A tiene poŕangulos:â = (90o + θ), b̂ = 2(90o − θ), y
d̂ = (90o−θ), por elprincipio 3. De esto se infiere que:90o +θ+2(90o−
θ)+ (90o− θ)+ ĉ = 360o ⇔ ĉ = 2θ. Llevando este resultado al triángulo

14
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Figura 12. Casos contradictorios parab1 = 1, b2 = 2, b3 = 4, b4 = 2, b5 = 1.

B : ĉ+ ê+ f̂ = 180o ⇔ 2θ+2(90o−θ)+2(90o−θ) = 180o ⇔ θ = 90o.
( Contradiccíon ).

(iii.3.2.2) El toque deb5 = 1 se produce por debajo del toque deb1 = 1.
La trayectoria se representa en la figura 12. En el triángulo A se verifi-
ca: â = 90o − θ, b̂ = 90o + θ, por el principio 3. Luego:90o − θ +
90o + θ + ĉ = 180o ⇔ ĉ = 0o. En el tríangulo B tenemos:̂c = 0o,
d̂ = 2(90o− θ), de lo que resulta:0o +2(90o− θ)+ ê = 180o ⇔ ê = 2θ.
En el tríangulo C se tiene:̂f = ĝ = 2(90o − θ), de lo que se extrae:
2θ + 2(90o − θ) + 2(90o − θ) = 180o ⇔ θ = 90o. (Contradiccíon).

(iii.3.2.3) El toque enb5 = 1 se produce en el mismo lugar del toque en
b1 = 1. La trayectoria se representa en la figura 12. En el triángulo A se
verifica: γ = 90o − (90o − θ) = θ ⇔ â = 0o ⇔ ĉ = 180o ⇔ b̂ =
90o − θ = 0o ⇔ θ = 90o. (Contradiccíon).

(iii.3.3) Si b5 = 4, pueden darse tres casos:

(iii.3.3.1) Si b6 = 3 ya hay alternancia en los toques en bandas impares,
puesto queb1 = 1, b2 = 2, b3 = 4, b4 = 2, b5 = 3.

(iii.3.3.2) Sib6 = 1 existen tres casos posibles:
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Figura 13. Casos contradictorios parab1 = 1, b2 = 2, b3 = 4, b4 = 2, b5 = 4, b6 = 1.

(iii.3.3.2.1) El toque enb6 = 1 se produce por encima del toque
en b1 = 1. La trayectoria seguida por la bola se representa en
la figura 13. Se forma un pentágono deángulosâ = 90o + θ,
b̂ = ĉ = 180o − θ, d̂ = 2(90o − θ), ê = 90o + θ, cuya suma
ha de ser̂a + b̂ + ĉ + d̂ + ê = 720o − 2θ = 540o ⇔ θ = 90o.
(Contradiccíon).

(iii.3.3.2.2) El toque enb6 = 1 se produce por debajo del toque
en b1 = 1. La bola sigue la trayectoria representada en la figura
13. En el tríangulo A tenemos:̂a = b̂ = 90o − θ ⇔ α = 2θ. Si
usamos este resultado en el triángulo B:α = 2θ, ĉ = 2(90o − θ),
α + ĉ + β = 180o ⇔ 2θ + β + 180o − 2θ = 180o ⇔ β = 0o.
Por lo tantoγ = 180o, y en el cuadriĺatero C se verifica:̂d =
90o−(90o−θ) = θ, ê = 90o+90o−θ = 180o−θ, f̂ = 2(90o−θ),
γ = 180o ⇔ θ+180o−θ+180o−2θ+180o = 360o ⇔ θ = 90o.
(Contradiccíon) (Véase figura 13).

(iii.3.3.2.3) El toque enb6 = 1 se produce en el mismo lugar en
que se produjo el toque deb1 = 1. En este caso, se forma un
cuadriĺatero, tal y como aparece reflejado en la figura 13, cuyos
ángulos son:̂a = b̂ = 90o + (90o − θ), ĉ = 2(90o − θ), d̂ = 2θ.
De esta forma, la suma habrá de ser2θ+360o−2θ+180o−2θ =
360o ⇔ θ = 90o. (Contradiccíon).

(iii.3.3.3) Sib6 = 2 se pueden dar tres casos:
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(iii.3.3.3.1) Sib7 = 3 ya hay alternancia en los toques en bandas
impares, puesto que:b1 = 1, b2 = 2, b3 = 4, b4 = 2, b5 = 4,
b6 = 2, b7 = 3.

(iii.3.3.3.2) Sib7 = 1 se obtienen tres nuevos casos dependiendo
de si el toque se produce por debajo, por encima, o en el mismo
lugar queb1 = 1.

(iii.3.3.3.2.1) Si el toque enb7 = 1 se produce por encima del
toque enb1 = 1, se obtiene la trayectoria representada en la
figura 14. El pent́agono A tiene comóangulos:̂a = 90o + θ,
b̂ = d̂ = 90o + 90o − θ, ê = 90o − θ, de forma que la suma
seŕa: â + b̂ + ĉ + d̂ + ê = 540o − 2θ + ĉ = 540o ⇔ ĉ = 2θ.
Llevando este resultado al triángulo B se tiene:̂c = 2θ, f̂ =
ĝ = 2(90o − θ; ĉ + f̂ + ĝ = 360o − 2θ = 180o ⇔ θ = 90o.
(Contradiccíon).

(iii.3.3.3.2.2) Si el toque enb7 = 1 se produce por debajo
del toque enb1 = 1, tenemos la trayectoria representada en la
figura 14. Del tríangulo A extraemos:90o−θ+90o+θ+ ĉ =
180o ⇔ ĉ = 0o. Llevando este resultado al cuadrilátero B
obtenemos:̂c + d̂ + ê + f̂ = 360o = 0o + 90o + 90o − θ +
90o + (90o − θ) + d̂ ⇔ 360o = 360o − 2θ + d̂ ⇔ d̂ = 2θ.
Si aplicamos esto en el triángulo C obtenemos finalmente:
ĝ+ ĥ+ î = 180o = 2θ+2(90o−θ)+2(90o−θ) ⇔ 180o =
360o − 2θ ⇔ θ = 90o. (Contradiccíon).

(iii.3.3.3.2.3) Si el toque enb7 = 1 se produce justo en el
punto correspondiente ab1 = 1 se tiene la trayectoria repre-
sentada en la figura 14. Comoâ = 0o, se verifica:̂a+ b̂+ ĉ+
d̂ = 360o = 0o+90o+90o−θ+90o+90o−θ ⇔ d̂ = 2θ. Ll-
evando este resultado extrado del cuadrilátero A al tríangulo
B se tiene:̂d+ê+f̂ = 180o = 2θ+2(90o−θ)+2(90o−θ) ⇔
180o = 360o − 2θ ⇔ θ = 90o. (Contradiccíon).

(iii.3.3.3.3) Sib7 = 4 se presentan de nuevo tres casos, al igual
que ocurre en cada supuesto. Si el toqueb8 se produce enb8 = 3
ya hay alternancia en las bandas impares. Si se produce enb8 = 2,
parab9 = 1 tenemos la misma casuı́stica que la analizada en
los casos iii.3.3.3.2.1, iii.3.3.3.2.2, y iii.3.3.3.2.3, por formar la
trayectoria id́enticas figuras a las que aparecı́an en esos casos.
Parab9 = 3 ya habŕıa alternancia en bandas impares. Parab9 = 4
seguiŕıamos plantéandonos las tres alternativas(b10 = 1, b10 =
2, b10 = 3). La primera(b10 = 1) seŕıa una contradicción, por for-
marse las mismas figuras que en iii.3.3.2.1, iii.3.3.2.2, y iii.3.3.2.3.
La segunda(b10 = 2) daŕıa lugar a un nuevo desglose con las mis-
mas figuras que en iii.3.3.3.2.1, iii.3.3.3.2.2, y iii.3.3.3.2.3 (en el
caso de queb11 = 1), a la alternancia en bandas impares (con
b11 = 3), o a una situación equivalente a la de iii.3.3.3.3 (con
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Figura 14. Casos contradictorios parab1 = 1, b2 = 2, b3 = 4, b4 = 2, b5 = 4, b6 = 2, b7 = 1.

b11 = 4). Seǵun esteúltimo caso tenemos una situación de la-
zo cerrado, si se produce una alternancia con toques alternos y
sucesivos en las bandas 2 y 4. Esta situación se abriŕıa en alǵun
momento, puesto que no tiene sentido una jugada con infinitos
toques en las bandas. Al abrirse llegarı́amos a una situación de
bx = 1, que llevaŕıa a una contradicción seǵun el razonamiento
que se presenta en el siguiente párrafo, -por formarse en ese caso
las mismas figuras que para el casob7 = 4, b8 = 1, o seǵun el
razonamiento de iii.3.3.3.2, por formarse las mismas figuras que
para el casob6 = 2, b7 = 1-; o bien debx = 3, (formándose aśı al-
ternancia), siendobx la última banda alcanzada en la sucesión de
contactos.
Si el toque siguiente ab7 = 4 se produce enb8 = 1 se pueden dar
tres casos, según este toque se produzca por encima, por debajo,
o en el mismo sitio que el toque enb1 = 1. Los casos primero
y tercero (por encima y en el mismo sitio) son equivalentes re-
spectivamente a los casos iii.3.3.2.1 y iii.3.3.2.3. Sin embargo, el
caso iii.3.3.3.3.3.2 se corresponde con una nueva figura, la rep-
resentada en la figura 15. Tal y como se dedujo en iii.3.3.2.2 se
verificaα = 2θ. Si aplicamos esto en el cuadrilátero A tenemos:
α+γ+ ĉ+ d̂ = 360o = 2θ+2(90o+90o−θ)+γ ⇔ γ = 0o. Lle-
vamos este resultado al cuadrilátero B y tenemos:̂e+ f̂ + ĝ+ ĥ =
360o = 180o + θ + 90o + 90o − θ + 2(90o − θ) ⇔ θ = 90o.
(Contradiccíon).

Hasta aqúı, con todo este desglose caso por caso, he probado que necesariamente un toque enb1 = 1,
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Figura 15. Casos contradictorios parab1 = 1, b2 = 2, b3 = 4, b4 = 2, b5 = 4, b6 = 2, b7 = 4, b8 = 1.

seguido de un toque enb2 = 2, produce alternancia en las bandas impares. Si sucediese queb1 = 1, b2 = 4,
tambíen habŕıa alternancia en las bandas impares., puesto que tendrı́amos las situaciones simétricas que con
todo lo expuesto conb1 = 1 y b2 = 2. Habŕıa los mismos supuestos que los expuestos, cambiandob2 = 2
porb2 = 4, y se llegaŕıa a las mismas conclusiones. Esto se debe a que se formarı́an figuras siḿetricas a las
tratadas.

En la figura 16 se sintetiza toda la casuı́stica asociada a una jugada que comienza enb1 = 1. Si la jugada
comenzase enb1 = 3, bastaŕıa con girar la mesa de billar180o, o bien cambiar de posición el observador,
y tendŕıamos las figuras siḿetricas a todos los casos hasta aquı́ estudiados, con lo cual también se cumple
que empezando enb1 = 3, la siguiente banda impar alcanzada será la banda 1.

Además de todo lo aquı́ expuesto, conviene fijarse en un hecho. A saber, hemos garantizado que después
de un toque en 1 (3), el siguiente toque en banda impar será en 3 (1). Esto demuestra que los toques en
bandas impares son alternos, puesto que cualquier jugada que presente toques en las bandas impares puede
descomponerse en un cierto número de jugadas elementales, en las cuales la bola alcanza una banda impar
y más tarde toca en la banda impar opuesta, sin haber tocado de nuevo la primera. Como a nivel de cada
una de estas jugadas elementales se verifica que el toque en 1 (3) va seguido más tarde de un toque en 3 (1),
y sin un toque intermedio en 1 (3), está asegurada la alternancia en las bandas impares.

Hasta ahora se ha probado que los toques en las bandas impares son alternos. Para probar que los toques
en las bandas pares son también alternos bastarı́a cambiar 1 por 4, 3 por 2, 2 por 1, y 4 por 3, girando90o la
mesa de billar, o cambiándose la posición del observador, con lo cual quedarı́a justificado el principio, por
formarse las mismas figuras que las tratadas en todo el desarrollo anterior, con los cambios deno de banda
expresados. �
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Figura 16. Diagrama resumen de las trayectorias posibles parab1 = 1. A indica alternancia y C indica
contradiccíon.

10. Lemas utilizados en las proposiciones

Lema 1 (Posici ón de la bola virtual principal para una jugada J = (xT, yT, xO, yO, j)) La posi-
ción del centro de la bola virtual principal para las jugadas a una banda, referida a un origen de coorde-
nadas situado en la esquina inferior izquierda de la mesa reducida, para cada uno de los cuatro casos, se
expresa en función de las variables reducidas:x′O = xO −R, y′O = yO −R, A′ = A− 2R, L′ = L− 2R
de la forma:

(j=1)
−→
V ′(x′O, y′O) = −x′Ox̂ + y′Oŷ = V ′

L(x′O)x̂ + y′Oŷ

(j=2)
−→
V ′(x′O, y′O) = x′Ox̂ + (−y′O)ŷ = x′Ox̂ + V ′

D(y′O)ŷ

(j=3)
−→
V ′(x′O, y′O) = (A− 2R + A−R− xO)x̂ + y′Oŷ

= 2(A− 2R)− (xO −R)x̂ + y′Oŷ
= (2A′ − x′O)x̂ + y′Oŷ
= V ′

R(x′O)x̂ + y′Oŷ

(j=4)
−→
V ′(x′O, y′O) = x′Ox̂ + (L− 2R + L−R− yO)ŷ

= x′Ox̂ + 2(L− 2R)− (yO −R)ŷ
= x′Ox̂ + (2L′ − y′O)ŷ
= x′Ox̂ + V ′

U (y′O)ŷ

PRUEBA.
La demostracíon es trivial, usando elprincipio 1.

La raźon de usar tanto las variables como la posición de la bola virtual en modo reducido es que de esta
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forma se simplifica el ćalculo de dicha posición, convirtíendolo en una simple simetrı́a respecto a la banda
reducida correspondiente. Esta simplificación acarrea otras posteriores, como, por ejemplo, en el cálculo
de la posicíon de la bola virtual principal para una jugadaJ cualquiera, siguiente paso en este desarrollo
teórico, y que acometeré en las inmediatas secciones.�

Lema 2 (Posici ón de la bola virtual principal para una jugada J cualquiera) La posicíon de la
bola virtual principal para una jugada cualquiera se hallará usando una expresión como la que sigue:

−→
V ′(x′O, y′O) = (V ′

α(. . . (V ′
R(V ′

L(V ′
R(. . . (V ′

β(x′O))))))))x̂ +
+ (V ′

γ(. . . (V ′
U (V ′

D(V ′
U (. . . (V ′

δ (y′O))))))))ŷ =
= V ′

x x̂ + V ′
y ŷ

PRUEBA.
La demostracíon es trivial, usando elprincipio 2, que establece el algoritmo de obtención de la bola

virtual principal para una jugada cualquiera; elprincipio 4, que establece la alternancia en los contactos en
bandas de igual paridad; y ellema 1

En la anterior expresiónα y β pueden ser el subı́ndice R o bien el subı́ndice L. Otro tanto ocurre conγ y
δ, que pueden ser o bien U, o bien D. De acuerdo con elprincipio 4, en la composicíon de funciones que se
lleva a cabo, tanto en la coordenadax′, como en la coordenaday′, los sub́ındices se iŕan alternando. Es decir,
R se alternaŕa con L, y U con D. Adeḿas, conviene sẽnalar que la coordenadax′ de la bola virtual principal
−→
V ′ sólo depende dex′O -no dey′O−; y que sucede lo equivalente para la coordenaday′ de

−→
V ′ (sólo depende

dey′O -no dex′O-). Esto lo justifica el hecho de que para obtenerV ′
x basta con realizar simetrı́as respecto

a b = 1 y b = 3, y que para obtenerV ′
y basta con realizar simetrı́as respecto ab = 2 y b = 4. Cuando

buscamos la simetrı́a con respecto a una banda horizontal (o vertical), la coordenada vertical (horizontal)
no vaŕıa, y, por tanto, el proceso de realizar simetrı́as siguiendo el orden dado por la jugada en cuestión se
puede descomponer en dos procesos independientes de cálculo de simetŕıas, uno para las bandas pares y
otro para las bandas impares.

�

Lema 3 (Principio de inducci ón para el caso de un conjunto de pares de naturales) SeaC ⊂
(N×N). SeaB(d) = {(x, y) ∈ (N×N)/ max{x, y} ≤ d}. Seado = min{r ∈ N / {B(r)

⋂
C} 6= ∅}.

Si se verifica:

(i) Una propiedad es cierta para{B(do)
⋂

C}.
(ii) La propiedad es cierta para{B(d)

⋂
C} ⇒ La propiedad es cierta para{B(d + 1)

⋂
C}.

Entonces:
⇒ La propiedad es cierta∀ (x, y) ∈ C.

PRUEBA.
Sea cualquiera(x, y) ∈ C. Por (i) la propiedad es cierta para{B(do)

⋂
C}. Por (ii), la propiedad es

tambíen cierta para{B(do + 1)
⋂

C}. Aplicando reiteradamente (ii), se tiene que la propiedad es cierta
para{B(do + 2)

⋂
C}, {B(do + 3)

⋂
C}, {B(do + 4)

⋂
C}, . . . ,{B(max{x, y})

⋂
C}, lo cual implica:

La propiedad es cierta para(x, y) ∈ B(max{x, y}). �

Lema 4 (Cálculo de la mı́nima distancia de un punto a una recta) Sea un puntoP ≡ (xP , yP )
y una rectay = mx+n. Entonces la ḿınima distancia de P a la recta es la que media entre P y el punto de la
recta(xm, ym) = ((xP−m(n−yP ))/(1+m2), (m((xP−m(n−yP )))+n(1+m2))/(1+m2)), y tal distan-

cia es igual ad(P, y) =
(

(xP−m(n−yP ))2

(1+m2)2 (1 + m2 + x2
P + y2

P + n(n− 2yP ) + 2(n− (myP + xP )))
) 1

2
,

donde el signo de la raı́z cuadrada se ha de elegir de tal modo que tal distancia sea positiva.
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PRUEBA. Se calcula la distancia de P a un punto genérico de la recta, dejándola expresada en función de
la variable independiente x.

d ((xP , yP ), (x, y)) =
√

(x− xP )2 + (mx + n− yP )2 = d(x) (1)

Ahora se halla el ḿınimo de tal funcíon de x.

∂d(x)
∂x

= 0 ⇔ 1
2
√

(x− xP )2 + (mxm + n− yP )2
(2(xm − xP ) + 2m(mxm + n− yP )) = 0

⇔ xm =
xP −m(n− yP )

1 + m2
, ym = mxm + n

Si ahora se sustituyen estos valoresxm,ym en la ecuacíon (1) se obtiene el valor de la distancia mı́nima:

d(P, y) =
(

(xP −m(n− yP ))2

(1 + m2)2
(1 + m2 + x2

P + y2
P + n(n− 2yP ) + 2(n− (myP + xP )))

) 1
2

�

11. Proposiciones

Proposici ón 1 (Bola virtual principal para J = (xT, yT, xO, yO, l, r, 0, 0, SX, −1, 1).) La posi-
ción de la bola virtual principal, expresada en coordenadas reducidas, para una jugada a bandas impares
J = (xT , yT , xO, yO, l, r, 0, 0, SX , −1, 1), con|l − r| ∈ { 0, 1}, se calcula:

−→
V ′(x′O, y′O) = P ′

l,r,Sx
(x′O)x̂ + y′Oŷ = V ′

l,r,Sx
(x′O)x̂ + y′Oŷ ,

siendo
V ′

l,r,Sx
(x′O) = (2rA′ − Sxx′O)(−1)r+l+g(Sx), (2)

dondeg(Sx) es cualquiera función que verifiqueg(−1) = 0 y g(1) = −1 (por ejemplo, serviŕıa g(Sx) =
−0,5(Sx + 1)); y siendoP ′

l,r,Sx
(x′O) la coordenadax′ (coordenadax reducida) del vector de posición del

centro de la bola virtual principal asociada aJ .

PRUEBA.
Tenemos que demostrar queP ′

l,r,SX
(x′O) = V ′

l,r,SX
(x′O). El primer paso es la expresión deSX en

función der y l, teniendo en cuenta la definición deSX . Se verifica:

SX =


−1, si l = r = 0
+1, si r = l + 1
−1, si l = r + 1
−1, si l = r y P ′

l,r,−1(x
′
O) = V ′

R(P ′
l,r−1,−1(x

′
O))

+1, si l = r y P ′
l,r,+1(x

′
O) = V ′

L(P ′
l−1,r,+1(x

′
O))

Para probar la presente proposición usaŕe ellema 3, expuesto en la sección 10. La demostración consiste
en probar que se cumple la propiedad descrita en (1) para el conjuntoC = {(l, r) ∈ (N ×N) / |l − r| ∈
{0, 1}}. Para poder concluir que la propiedad (1) es cierta sobreC es preciso comprobar que se cumplen
las dos hiṕotesis: (i) y (ii).
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(i) Sead0 = 0. ¿Es la propiedad (2) cierta para(B(d0)
⋂

C) = {(0, 0)} ?

Se verifica:SX = −1, por definicíon, y adeḿas:
P ′

0,0,−1(x
′
O) = x′O = (2 · 0 ·A′ − (−1) · x′O)(−1)0+0+0 = V ′

0,0,−1(x
′
O)

(ii) Supongamos la propiedad (2) cierta para(B(d)
⋂

C). ¿Implica esto que (2) es cierta para(B(d +
1)
⋂

C) = (B(d)
⋂

C)
⋃
{(d, d + 1), (d + 1, d + 1), (d + 1, d)} ?

(ii.1) Para(l, r) = (d, d + 1) esSX = +1, y se calculaP ′
d,d+1,+1(x

′
O) usando elprincipio 2 y lo ex-

puesto en los lemas 1 y 2:
P ′

d,d+1,+1(x
′
O) = V ′

R(P ′
d,d,+1(x

′
O)) = V ′

R(V ′
d,d,+1(x

′
O)) =

= 2A′ − (2dA′ − x′O)(−1)2d−1 = (2 · (d + 1) ·A′ − x′O)(−1)2d+1−1 = V ′
d,d+1,+1(x

′
O)

(ii.2) Para(l, r) = (d + 1, d) esSX = −1, y se calculaP ′
d+1,d,−1(x

′
O) usando elprincipio 2 y lo ex-

puesto en los lemas 1 y 2:
P ′

d+1,d,−1(x
′
O) = V ′

L(P ′
d,d,−1(x

′
O)) = V ′

L(V ′
d,d,−1(x

′
O)) =

= −(2dA′ + x′O)(−1)2d+0 = (2dA′ + x′O)(−1)2d+1 = (2 · d ·A′ − (−1) · x′O)(−1)(d+1)+d+0 =
= V ′

d+1,d,−1(x
′
O)

(ii.3) Para(l, r) = (d + 1, d + 1) existen dos posibilidades: (a)SX = −1, o bien (b)SX = +1.
(a)SX = −1.
En este caso, usando elprincipio 2, y lo expuesto en los lemas 1 y 2, se calcula:P ′

d+1,d+1,−1(x
′
O) =

V ′
R(P ′

d+1,d,−1(x
′
O)) = V ′

R(V ′
d+1,d,−1(x

′
O)) =

= 2A′ − (2dA′ − (−1)x′O)(−1)2d+1+0 = 2A′ + (2dA′ + x′O)(−1)2d+1+1+0 =
= (2 · (d + 1) ·A′ − (−1) · x′O)(−1)(d+1)+(d+1)+0 =
= V ′

d+1,d+1,−1(x
′
O)

(b) SX = +1.
En este caso, usando el usando elprincipio 2, lo expuesto en los lemas 1 y 2, y lo demostrado en (ii.1), se
calcula:P ′

d+1,d+1,+1(x
′
O) = V ′

L(P ′
d,d+1,+1(x

′
O)) = V ′

L(V ′
d,d+1,+1(x

′
O)) =

= −(2(d + 1)A′− x′O)(−1)2d+1−1 = (2 · (d + 1) ·A′− (1) · x′O)(−1)(d+1)+(d+1)−1 = V ′
d+1,d+1,+1(x

′
O)

Entonces, puesto que se cumplen las dos hipótesis, (i) y (ii), dellema 3, podemos concluir que la
propiedadP ′

l,r,SX
(x′O) = V ′

l,r,SX
(x′O) es cierta paraC = {(l, r) ∈ (N×N) / |l − r| ∈ {0, 1}}. �

Proposici ón 2 (Bola virtual principal para J = (xT, yT, xO, yO, 0, 0, d, u, −1, SY, 2).) La posi-
ción de la bola virtual principal, expresada en coordenadas reducidas, para una jugada a bandas pares
J = (xT , yT , xO, yO, 0, 0, d, u, −1, SY , 2), con|d− u| ∈ { 0, 1}, se calcula:

−→
V ′(x′O, y′O) = x′Ox̂ + P ′

d,u,Sy
(y′O)ŷ = x′Ox̂ + V ′

d,u,Sy
(y′O)ŷ ,

siendo

V ′
d,u,Sy

(y′O) = (2uA′ − Syy′O)(−1)d+u+g(Sy),

dondeg(Sy) es cualquiera función que verifiqueg(−1) = 0 y g(1) = −1 (por ejemplo, serviŕıa g(Sy) =
−0,5(Sy + 1)); y siendoP ′

d,u,Sy
(y′O) la coordenaday′ (coordenaday reducida) del vector de posición del

centro de la bola virtual principal asociada aJ .
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PRUEBA.
La demostracíon es intuitivamente trivial. Basta con girar la mesa reducida unángulo de90o en el

sentido contrario al de las agujas del reloj. La jugada a bandas pares se convierte en una jugada a bandas
impares, para la cual ya está demostrada laproposicíon 1. La bola virtual principal para la jugada a bandas
impares se calcula mediante la sucesión de simetŕıas respecto a esas bandas. Basta, pues, con girar de nuevo
en sentido contrario la mesa reducida, con dicha jugada resuelta, y obtenemos la resolución de la jugada a
bandas pares original, para lo cual nos basta con hacer los cambios:y′ por x′; L′ por A′; d por l; u por r;
SY porSX ; y SB = 2; para obtener la coordenaday′ de

−→
V ′(x′O, y′O). Su coordenadax′ coincide conx′O,

puesto que la jugada hace contactos sólo en bandas pares.�

Proposici ón 3 (Bola virtual principal para J = (xT, yT, xO, yO, l, r, d, u, SX, SY, SB).) La posi-
ción de la bola virtual principal, expresada en coordenadas reducidas, para una jugada genérica J =
(xT , yT , xO, yO, l, r, d, u, SX , SY , SB), con|l − r| ∈ { 0, 1} y |d− u| ∈ { 0, 1}, se calcula:

−→
V ′(x′O, y′O) = V ′

l,r,Sx
(x′O)x̂ + V ′

d,u,Sy
(y′O)ŷ , (3)

siendoV ′
l,r,Sx

(x′O) la función calculada en laproposicíon 1, y V ′
d,u,Sy

(y′O) la calculada en laproposicíon
2.

PRUEBA.
La demostracíon es intuitivamente trivial. Tal y como se vio en ellema 2, el proceso de realizar

simetŕıas siguiendo el orden dado porJ se puede descomponer en dos procesos independientes de cálcu-
lo de simetŕıas, uno para las bandas pares, y otro para las bandas impares. De este modo, la bola virtual
principal paraJ se calcula:

−→
V ′(x′O, y′O) = (V ′

α(. . . (V ′
R(V ′

L(V ′
R(. . . (V ′

β(x′O))))))))x̂ + (V ′
γ(. . . (V ′

U (V ′
D(V ′

U (. . . (V ′
δ (y′O))))))))ŷ ,

siendoα y β los sub́ındices R o L; yγ y δ los sub́ındices U o D. Pero las dos composiciones de funciones,
correspondientes a cada componente de

−→
V ′(x′O, y′O), son las que acarrean como resultado la expresión

V ′
l,r,Sx

(x′O) para la componentex′, tal y como se dedujo en laproposicíon 1, y la expresíon V ′
d,u,Sy

(y′O)
para la componentey′, como se dedujo en laproposicíon 2. Por tanto,

−→
V ′(x′O, y′O) = V ′

l,r,Sx
(x′O)x̂ + V ′

d,u,Sy
(y′O)ŷ,

�

12. Otras definiciones y algoritmos

Hasta el momento me he ocupado de los principios y definiciones principales, ası́ como de aspectos tales
como la notacíon de jugadas o de las posiciones de las bolas, y de la resolución de una jugada genérica,
obtenida a partir del uso de aquéllos. No me he centrado en si una jugada caracterizada por unos parámetros
dados es o no fı́sicamente realizable, aspecto del que me ocuparé en esta sección. Abordaŕe dicha tarea
exponiendo previamente algunas nuevas definiciones.

Definici ón 12 (Trayectoria virtual k- ésima) Se designa comotrayectoria virtual k-́esimala lı́nea rec-
ta que une elpunto de intercepción k-1-́esimocon labola virtual principal k-́esima. Se verifica, seǵun esta
definicíon, que el punto de corte de la trayectoria virtual k-ésima con la banda reducida k-ésima es el
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punto de intercepción k-́esimo, puesto que la bola transmisora, en la subjugada k-ésima, se dirige des-
de el punto de intercepción k-1-́esimo hacia la banda k-ésima y hacia la bola virtual principal k-ésima
Vk = (x(k+1)

v , y
(k+1)
v , bk). Por tanto, la trayectoria virtual k-́esima se expresa:

y′ = mkx′ + nk,

siendo

mk =
y
(k)′

v − I
(k−1)′

y

x
(k)′
v − I

(k−1)′
x

, y nk = y(k)′

v −mkx(k)′

v (4)

Definici ón 13 (Jugada fı́sicamente realizable) Se dice que una jugadaJ es f́ısicamente realizable
si, para cada valor de k, el punto de intercepción k-́esimo pertenece a la banda reducida k-ésimab′k y si
adeḿas la bola transmisora no toma contacto con ninguna bola durante su recorrido, con la salvedad de la
posible tangencia que puede suceder cuando alcanza la posición de la bola objetivo. Es decir, una jugada
es del mencionado tipo si se desarrolla según lo propuesto en su notación y si alcanza la posición de la bola
objetivo. En tal caso se denotaJ ∈ P. Si la jugada no es fı́sicamente realizable -no se desarrolla según su
notacíon-, se denotaJ /∈ P, ó J ∈ I.

Definici ón 14 (Dominio vivo asociado a una bola virtual principal) Se definedominio vivoaso-
ciado a una bola virtual principal

−→
V , ó [V ] = (x′O, y′O, b1 − b2 − . . .− bN ), de la forma:

DA
V = {(x′, y′) ∈ {(0, A′)× (0, L′)}/(x′, y′, [V ]) ∈ P}

Definici ón 15 (Dominio muerto asociado a una bola virtual principal) Se definedominio muer-
to asociado a una bola virtual principal

−→
V , ó [V ] = (x′O, y′O, b1 − b2 − . . .− bN ), de la forma:

DD
V = {(x′, y′) ∈ {(0, A′)× (0, L′)}/(x′, y′, [V ]) /∈ P} = {(0, A′)× (0, L′)}/DA

V

Algoritmo 2 (Determinaci ón de si J es fı́sicamente realizable) Para determinar si una jugada es
fı́sicamente realizable(J ∈ P) se ha de calcular, para cada valor dek, el punto de intercepción k-́esimo,
comprobando que efectivamente está situado sobre la banda reducidab′k, y que sus coordenadas no caen
dentro del intervalo asociado a una tronera. Supondremos en lo sucesivo que las troneras de las esquinas
de la mesa de billar ocupan una longitudDE sobre la banda no reducida, y que las troneras situadas en el
centro de las bandas impares ocupan una distanciaDC . Nótese que las dimensiones de las troneras sobre
las bandas reducidas son deDC en las centrales, y deDE −R en las troneras de las esquinas.

El algoritmo se pone en práctica de la siguiente forma:

(1o) Cálculo de las bolas virtuales principales de las subjugadas. Utilizando elalgoritmo 1se obtienen

las bolas virtuales principales:
−→
V ′

N ,
−→
V ′

N−1, . . . ,
−→
V ′

1, siguiendo este orden (desde elúltimo contacto en
banda hasta el primero).

(2o) Se obtienen las trayectorias virtuales asociadas a cada subjugada. Para ello se parte de
−−→
I(0)′ =

(x
′

T , y
′

T ), calcuĺandose para cada valor dek los paŕametrosmk y nk, seǵun ( 4); siguiendo el orden
k = 1, 2, . . . , N . En este2o paso tambíen se obtienen los puntos de intercepción. Para ello se tiene en
cuenta lo siguiente:

(a) Sibk = 1, entoncesI(k)′

x = 0, y I
(k)′

y = nk.

(b) Sibk = 2, entoncesI(k)′

y = 0, y I
(k)′

x = −nk

mk
.

(c) Sibk = 3, entoncesI(k)′

x = A′, y I
(k)′

y = mkA′ + nk.

(d) Sibk = 4, entoncesI(k)′

y = L′, y I
(k)′

x = L′−nk

mk
.
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(3o) Se comprueba que cada punto de intercepción est́a contenido en la banda reducida correspondiente.
Para ello se deben cumplir las siguientes condiciones:

(i) Si bk = 1 ó bk = 3, entonces ha de ser

(DE −R) < I
(k)′

y < L′−DC

2 ó bien L′+DC

2 < I
(k)′

y < (L′ −DE + R).

(ii) Si bk = 2 ó bk = 4, entonces ha de ser(DE −R) < I
(k)′

x < (A′ −DE + R).

(4o) Se ha de verificar que, para todos los valores de k, cada trayectoria virtualy(k) = mkx(k) + nk

pase a una distancia ḿınima de todas las bolas -exceptuando la bola transmisora y la bola tangente a la

bola objetivo- superior a2R. Es decir, siB =
{

(x
′

B1
, y

′

B1
), (x

′

B2
, y

′

B2
), . . . , (x

′

Bb
, y

′

Bb
)
}

es el conjunto de

bolas excluida la transmisora y la bola tangente a la objetivo, ha de ser, según el lema 4,

(
(x

′

Bi
−mk(nk − y

′

Bi
))2

(1 + m2
k)2

(1 + m2
k + x

′

Bi

2 + y
′

Bi

2 + nk(nk − 2y
′

Bi
) + 2(nk − (mky

′

Bi
+ x

′

Bi
)))

) 1
2

> 2R,

∀i ∈ {1, . . . , b} , ∀k ∈ {1, . . . , l + r + d + u}

(5o) Si para todos los valores dek se cumplen las condiciones correspondientes expuestas en los puntos
(3o) y (4o), la jugada seŕa f́ısicamente realizable(J ∈ P). Si, por el contrario, existe al menos una
condicíon de las expresadas en los puntos(3o) y (4o), correspondiente a un valor dek, que no se cumple,
la jugada no seŕa f́ısicamente realizable(J /∈ P).

Estealgoritmo 2ha sido descrito para su aplicación para el caso de una mesa con troneras. Si, por el
contrario, la mesa no tiene troneras, entonces se simplifican las condiciones (i) y (ii), convirtiéndose en las
siguientes:

(i)’ Si bk = 1 ó bk = 3, ha de ser0 < I
(k)′

y < L′.

(ii)’ Si bk = 2 ó bk = 4, ha de ser0 < I
(k)′

x < A′.
En la seccíon 13 se expone un ejemplo de aplicación de estealgorimo 2.

Algoritmo 3 (Obtenci ón del dominio vivo asociado a una bola virtual principal V ) Para obten-
er el dominio vivo asociado a una bola virtual principal (el dominio muerto es su complementario, siendo
la unión de ambos conjuntos la mesa de billar), se han de seguir los siguientes pasos:

(1o) Cálculo de las bolas virtuales principales de las subjugadas, usando elalgoritmo 1.

(2o) Hemos de dejar libre el punto de intercepción 0-́esimo -o bola transmisora-, es decir,
−−→
I(0)′ = (x′, y′);

calcular los restantes puntos de intercepción en funcíon dex′ e y′, arrastrando en las operaciones dichas
variables; e imponer las condiciones expuestas para dichos puntos en elalgoritmo 2. Adeḿas, hemos de cal-
cular todas las trayectorias virtuales asociadas a las subjugadas, expresadas en función dex

′
ey

′
, forzando

que la distancia ḿınima que media entre cada una de ellas y cada bola(x
′

Bi
, y

′

Bi
) sea superior a2R, con

lo cual tendremos otro conjunto de condiciones que han de verificar, unidas a las antes mencionadas, las
coordenadas de la bola transmisora(x

′
, y

′
). Al forzar el cumplimiento de todas las condiciones expuestas

obtendremos inecuaciones en las variablesx′ e y′ de partida, que delimitan el dominio vivo asociado a
V . Esto es aśı, puesto que al obrar de este modo estamos en realidad imponiendo que la jugada de bola
transmisora(x′, y′) es f́ısicamente realizable.

En la seccíon 13 se expone un ejemplo de aplicación de este algorimo.
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Figura 17. Dimensiones de las troneras.

13. Ejemplos de aplicaci ón de los algoritmos 2 y 3

Si, dada una determinada jugadaJ , se nos pide determinarúnicamente si es o no fı́sicamente realizable,
nos basta con emplear elalgoritmo 2. Si, adeḿas de eso, interesa obtener el dominio vivo relativo a la
bola virtual asociada aJ , es preferible hallarlo en primer lugar, usando elalgoritmo 3, y a partir de su
conocimiento podemos determinar siJ ∈ P ó si J /∈ P. Es decir, dependiendo de lo requerido, puede ser
más pŕactico el empleo delalgoritmo 2, o por el contrario, el delalgoritmo 3.

A continuacíon expongo dos ejemplos, uno para cada situación, en los que se usan los mencionados
algoritmos.

Ejemplo 2 Sea la bola virtualV ′ = (0,5 , 0,5 , 2 − 3 − 4). Si A′ = 1,5, L′ = 3, y la mesa no tiene
troneras, determinar el dominio vivo asociado aV ′ y si la jugadaJ = (0,5 , 0,5 , [V ′]) es o no f́ısicamente
realizable.

Como nos piden el ćalculo del dominio vivo asociado aV ′, es necesario el uso delalgoritmo 3. Primero se
obtienen las bolas virtuales principales:

V (3)′ = (0,5 , 2, 4);
−−−→
V (3)′ = (0,5 , 4)

V (2)′ = (0,5 , 4, 3);
−−−→
V (2)′ = (2,5 , 4)

V (1)′ = (2,5 , 4, 2);
−−−→
V (1)′ = (2,5 ,−4)
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A continuacíon se ha de imponer matemáticamente que los puntos de intercepción est́en contenidos en
las bandas respectivas, de forma que obtendremos las inecuaciones que delimitan el dominio vivo:

b′1 = 2 :

m1 =
y
(1)′

v − I
(0)′

y

x
(1)′
v − I

(0)′
x

=
−4− y′

2,5− x′
; n1 = y(1)′

v −m1x
(1)′

v =
4x′ + 2,5y′

2,5− x′

I(1)′

y = 0; 0 < I(1)′

x < 1,5 ⇔ 0 <
−4x′ − 2,5y′

−4− y′
< 1,5

De estaúltima condicíon se extraen algunas inecuaciones:

(a) I
(1)′

x > 0 ⇔
o bien (i): y′ < −1,6x′, y adeḿasy′ < −4.
o bien (ii): y′ > −1,6x′, y adeḿasy′ > −4.

Las inecuaciones de (i) no sirven como parte deDA
V .2 Las inecuaciones de (ii) no nos aportan ninguna

informacíon sobreDA
V . Por tanto, de (a) no extraemos nada.

(b) I
(1)′

x < 1,5; ⇔ y′ < 6− 4x′

De (b) extraemos una restricción para los puntos(x′, y′) ∈ DA
V .

b′2 = 3 :

m2 =
y
(2)′

v − I
(1)′

y

x
(2)′
v − I

(1)′
x

=
16 + 4y′

10− 4x′
; n2 = y(2)′

v −m2x
(2)′

v =
16x′ + 10y′

4x′ − 10

I(2)′

x = A′ = 1,5; 0 < I(2)′

y = m2A
′ + n2 < L′ = 3 ⇔ 0 <

−16x′ − 4y′ + 24
−4x′ + 10

< 3

Inecuaciones que se extraen:

(a) I
(2)′

y > 0 ⇔
o bien (i): y′ < 6− 4x′, y adeḿasx′ < 2,5.
o bien (ii): y′ > 6− 4x′, y adeḿasx′ > 2,5.

Las inecuaciones de (i) no aportan nada. Las inecuaciones de (ii) no describenDA
V , por lo expuesto en

la nota2.

(b) I
(2)′

y < 3; ⇔ y′ > −1,5− x′

Esta inecuacíon de (b) no aporta nada.

b′3 = 4 :

m3 =
y
(3)′

v − I
(2)′

y

x
(3)′
v − I

(2)′
x

=
4y′ + 16
4x′ − 10

; n3 = y(3)′

v −m3x
(3)′

v =
16x′ − 2y′ − 48

4x′ − 10

2Esto se debe a que la zona que representan no tiene intersección no vaćıa con la mesa reducida.
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I(3)′

y = L′ = 3; 0 < I(3)′

x =
L′ − n3

m3
< A′ = 1,5 ⇔ 0 <

2y′ − 4x′ + 18
4y′ + 16

< 1,5

Inecuaciones que se extraen:

(a) I
(3)′

x > 0 ⇔
o bien (i): y′ > 2x′ − 9, y adeḿasy′ > 4.
o bien (ii): y′ < 2x′ − 9, y adeḿasy′ < 4. Las inecuaciones de (i) no describen una zona válida, por
lo aludido en lanota2.

Las inecuaciones de (ii) no describen tampoco una zona válida, por la misma raźon.

(b) I
(3)′

x < 1,5 ⇔ 2y′ − 4x′ + 18 < 6y′ + 24 ⇔ y′ > −x′ − 1,5

Esta inecuacíon no describeDA
V , por lo expuesto ennota2.

Por tanto, el dominio vivo esDA
V = {(x′, y′) ∈ {(0, A′)× (0, L′)}/y′ < (6− 4x′)}. Adeḿas,J ∈ P,

porque0,5 < 6− 4 · 0,5 = 4
Podŕıa interesarnos dejar expresado el dominio vivo en función de las variables sin reducir. Para ello

basta con deshacer el cambioy′ = y −R, x′ = x−R, y nos queda:

DA
V = {(x, y) ∈ {(R,A−R)× (R,L−R)}/y < (6− 4x + 5R)}

Ejemplo 3 Determinar si la jugadaJ = (1, 1,2 , 0,5 , 2, 3 − 1 − 4) es f́ısicamente realizable, siendo
R = 0,03, A = 1,56, L = 3,06, DC = 0,049.

Como no se nos pide el cálculo del dominio vivo, es preferible, por simplicidad, utilizar elalgoritmo 2.
Primero se obtienen las bolas virtuales principales:

V ′ = (0,97, 1,17, 0,47, 1,97, 3− 1− 4); A′ = A− 2R = 1,5; L′ = L− 2R = 3;

−−→
I(0)′ = (x′T , y′T ) = (0,97, 1,17)

V (3)′ = (0,47, 1,97, 4);
−−−→
V (3)′ = (0,47, 4,03)

V (2)′ = (0,47, 4,03, 1);
−−−→
V (2)′ = (−0,47, 4,03)

V (1)′ = (−0,47, 4,03, 3);
−−−→
V (3)′ = (1,97, 4,03)

(i) b′1 = 3

m1 =
y
(1)′

v − I
(0)′

y

x
(1)′
v − I

(0)′
x

= 2,86;

n1 = y(1)′

v −m1x
(1)′

v = −1,6042;
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Figura 18. Dominio vivo y dominio muerto asociados a la jugada del ejemplo 2.

I
(1)′

x = A′ = 1,5; I
(1)′

y = m1A
′ + n1 = 2,6858; ⇔

I(1)′ ∈ b′1, porque1,5245 = L′+DC

2 < I
(1)′

y < L′ −DE + R = 2,995.

(ii) b′2 = 1

m2 =
y
(2)′

v − I
(1)′

y

x
(2)′
v − I

(1)′
x

= −0,68233;

n2 = y(2)′

v −m2x
(2)′

v = 3,7093;

I
(2)′

x = 0; I
(2)′

y = n2 = 3,7093; ⇔ I(2)′ /∈ b′2,

porqueI
(2)′

y no verifica ninguna de las condiciones siguientes -deberı́a cumplirse una de las dos- :

0,005 = DE−R < I(2)′

y <
L′ −DC

2
= 1,4755 ó 1,5245 =

L′ + DC

2
< I(2)′

y < L′−DE+R = 2,995

LuegoJ no es f́ısicamente realizable.(J /∈ P).

14. Aspectos recreativos del m étodo de la bola virtual

En esta sección pretendo dar a conocer un concepto nuevo, y una propiedad pareja al mismo, con
algunos ejemplos, que formarı́an parte de la mateḿatica recreativa asociada al ḿetodo.

Definici ón 16 (Jugada perı́odo) Se dice queJ1 = (xT , yT , xT , yT , l, r, d, u, Sx, Sy, SB)
≡ (xT , yT , xT , yT , b1−b2−. . .−bN ) es jugada peŕıodo si existenk ym naturales, y una jugada asociada
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J2 = (xT , yT , xT , yT , l + m, r + m, d + k, u + k, Sx, Sy, SB) ≡ (xT , yT , xT , yT , b1 − b2 − . . . −
bN − b1 − b2 − . . .− bN ) tales que:

y
(1)′

v1 − y′T

x
(1)′

v1 − x′T
=

y
(1)′

v2 − y′T

x
(1)′

v2 − x′T
=

(y(1)′

v1 − y′T ) + (2kL′)(−1)u+d+g(SY )

(x(1)′

v1 − x′T ) + (2mA′)(−1)r+l+g(SX)

Proposici ón 4 (Sobre las jugadas perı́odo) SiJ1 es jugada peŕıodo yJ2 est́a asociada a la misma,

entonces se verifica que∃p = 2k + 2m, tal quemi+p, 2 = mi, 2, ni+p, 2 = ni, 2,
−−−→
I
(i+p)
2 =

−→
I
(i)
2 , siendo

0 < i ≤ l + r + d + u. Adeḿas, si no existiesen pérdidas en la enerǵıa cinética de la bola, la jugadaJ1 se
repetiŕıa indefinidamente.

PRUEBA.
Por ladefinicíon 16, V

(1)
1 est́a alineada conV (1)

2 y con(xT , yT ). Entonces, la jugadaJ2 comienza del

mismo modo queJ1, y se desarrolla igual queJ1 hasta el contacto en la bandabl+r+d+u. Es decir,V (2)
1

y V
(2)
2 est́an alineadas conI(1)

1 ; V (3)
1 y V

(3)
2 conI

(2)
1 ; y aśı hastaV (N)

1 y V
(N)
2 , alineados conI(N−1)

1 .
Además de esto, sucede lo siguiente:

• La jugadaJ2 tiene ḿas contactos en bandas (no ha terminado).
• La jugadaJ1 ya ha terminado.
• Como la bola objetivo deJ1 es la propia bola transmisora, y además la secuencia de bandas paraJ2

contińua del mismo modo que lo hizo para la jugadaJ1, y como la bola objetivo deJ2 es la bola trans-
misora, al igual que conJ1, entonces se repetirá de nuevo la jugadaJ1. En consecuencia, se verifica que

mi+p, 2 = mi, 2, ni+p, 2 = ni, 2, I
(i+p)
2 = I

(i)
2 , con0 < i ≤ l + r + d + u, y p = 2k + 2m. Por otra

parte, dado que la bola objetivo coincide fı́sicamente con la bola transmisora, y que se repiten trayectorias
virtuales, se forma un bucle que, en ausencia de pérdidas de energı́a de la bola, se repetirı́a sin fin. �

Ejemplo 4 En este apartado probaré la periodicidad de dos jugadas concretas, usando el criterio ex-
puesto en ladefinición 16.

• La primera de ellas, que llamaré “jugada rombo”, responde a la siguiente notación:

J1 = (
A′

2
, R,

A′

2
, R, 1, 1, 1, 1, −1, −1, 1)

Si elijoJ2 = (A′

2 , R, A′

2 , R, 2, 2, 2, 2, −1, −1, 1), y utilizo la ecuacíon (3), se puede probar:

−→
V ′

J1
=

5A′

2
x̂ + 2L′ŷ

−→
V ′

J2
=

9A′

2
x̂ + 4L′ŷ

y′v1 − y′T
x′v1 − x′T

=
2L′

2A′ =
4L′

4A′ =
y′v2 − y′T
x′v2 − x′T

En la figura 19 se representan las bolas virtuales principales asociadas aJ1 y J2, y la trayectoria que
sigue la bola para la “jugada rombo”.
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Figura 19. Resolución de la “jugada rombo”.

• La segunda de las jugadas perı́odo que aqúı pongo como ejemplo, que denominaré “jugada 2 rom-
bos”, responde a la notación:

G1 = (
A′

2
, R,

A′

2
, R, 2, 2, 1, 1, −1, −1, 1)

Si elijoG2 = (A′

2 , R, A′

2 , R, 4, 4, 2, 2, −1, −1, 1), y utilizo la ecuacíon (3), se puede probar:

−−→
V ′

G1
=

9A′

2
x̂ + 2L′ŷ

−−→
V ′

G2
=

17A′

2
x̂ + 4L′ŷ

y′v1 − y′T
x′v1 − x′T

=
2L′

4A′ =
4L′

8A′ =
y′v2 − y′T
x′v2 − x′T

En la figura 19 se representan las bolas virtuales principales asociadas aG1 y G2, y la trayectoria que
sigue la bola para la “jugada 2 rombos”.

15. Conclusi ón

En este artı́culo se ha presentado un método para la resolución de cualquier jugada de billar, en la que
no se utilice efecto. Aunque es de carácter emimentemente teórico, como cualquier artı́culo mateḿatico,
de él se puede derivar una aplicación pŕactica, que no se ha descrito pormenorizadamente, sino más bien
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Figura 20. Resolución de la “jugada 2 rombos”.

introducido en el resumen, y que se puede describir como un sistema de entrenamiento y resolución de
jugadas, al cual se le suministran las posiciones de las bolas involucradas mediante algún aparato de medida.

Referencias
[1] Daly, M. y Harris, W.W. (1989).Billar.Técnica de la reuníon, Ed. Hispano Europea.
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